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Multiset Dis
riminationR.Paige, R.Tarjan e.a.Literatur.:J.Cai, R.Paige: Using multiset dis
rimination to solve languagepro
essing problems without hashing. TCS 145 (1995), 189-228F.Henglein: Multiset Dis
rimination. http://www.Plan-X.orgProblem:Gegeben eine Multimenge (als Liste von Objekten, bei der dieAnordnung irrelevant ist). Unters
heide voneinander vers
hie-dene Elemente und identi�ziere glei
he Elemente.Verallgemeinerung 1:Gegeben eine Multimenge und eine Äquivalenzrelationen aufden Elementen. Unters
heide inäquivalente Elemente und fasseäquivalente in Klassen zusammen.Verallgemeinerung 2:Gegeben eine Multimenge von (Objekt,Info)-Paaren und eineÄquivalenzrelation auf den Objekten. Fasse die Informationenzu den Objekten derselben Äquivalenzklassen zusammen.Ziel:- ohne Hashing,- Linearzeit-Algorithmus für azyklis
he Objekte,- n log n-Algorithmus für Graphen (z.B. Automaten)
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Anwendungen(i) Bei 2 Elementen: Glei
hheits- bzw. Äquivalenztest(a) Isomorphietest bei Bäumen(b) Dagi�zierung von Bäumen (Trie → DAWG)(
) Minimierung von det. Automaten(d) Termglei
hheit bei ass./komm./idempot.Funktionen(ii) Bei gröÿeren Multimengen:(a) Sind zwei Listen von Ganzzahlen dieselbe Menge?(b) Finde Duplikate in einer Liste von Strings(
) Verbesserung lexikographis
hen Sortierens

Vorteil der Diskriminierung: in vielen Fällen(i) kann Hashing und Sortieren ersetzen(ii) ist asymptotis
h und praktis
h linear bzw. n log n(iii) ist relativ einfa
h zu implementieren (Zeigermas
hine)(iv) ist au
h für rekursive Datentypen mögli
h
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TrennfunktionenSei τ ein Typ und ∼ eine Äquivalenzrelation auf Vτ . Ein Tren-ner d : τ∗ → (τ∗)∗ ordnet jeder Liste ~v = [v1, . . . , vn] : τ∗ eineListe d(~v) = [~u1, . . . , ~uk] : (τ∗)∗ von τ -Listen zu, so daÿ(i) die Verkettung von d(~v) eine Permutation von ~v ist und(ii) jedes ~ui, 1 ≤ i ≤ k, eine Permutation der Teilfolge aller

v ∼ vi von ~v ist, für ein vi in ~v.Der Trenner d ist ordnungserhaltend, wenn die Elemente injedem ui in derselben Reihenfolge wie in ~v vorkommen.Verallgemeinerte Form mit dτ : (τ × ι)∗ → (ι∗)∗:Eingabeliste [(v1, w1), . . . , (vn, wn)], wobei die Ausgabe bei ~uistatt ~ui = [vi,1, . . . , vi,k] die zugehörige Liste [wi,1, . . . , wi,k] : ι∗der wi,j mit (vi,j, wi,j) in der Eingabe hat.Die wi : ι sind Informationen eines festen Typs ι und gehenni
ht in die Äquivalenzrelation ∼ ein. (Einfa
he Form:wi = vi)Unters
heidungsproblemDas Unters
heidungsproblem für τ modulo ∼ besteht darin,eine Trennfunktion dτ zu �nden, die dτ (~v) in der Zeit O(|~v|)bere
hnet. Das wird induktiv über den Aufbau von τ und un-abhängig von den wi erfolgen.
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Typen τ und Werte v : τ

τ := v :=Grundtyp a cEinheitstyp | 1 | ()Paare | τ1 × τ2 | (v1, v2)Disj.Vereinigung | (τ1 + τ2) | inl(v) | inr(v)Adresse | ref (τ) | nTypvariable | αInduktiver Typ | µα.τ

a := 
har | bool.
τ∗ := µα(1 + τ × α)

string := 
har∗.
Va := der Berei
h der Werte des Grundtyps a.
V [N ] := Berei
h aller aus N ⊆ N und den Va gebildeten Werte.
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Typisierung von WertenWerte enthalten i.a. Adressen n. Sie werden in einem Kontext

Γ von Typannahmen n : τ na
h folgenden Regeln getypt:
Γ ⊢ 1 : () Γ ⊢ c : a

Γ ⊢ v1 : τ1 Γ ⊢ v2 : τ2
Γ ⊢ (v1, v2) : τ1 × τ2

Γ ⊢ v : τ1
Γ ⊢ inl(v) : (τ1 + τ2)

Γ ⊢ v : τ2
Γ ⊢ inr(v) : (τ1 + τ2)

n : ref (τ) ∈ Γ
Γ ⊢ n : ref (τ)

Γ ⊢ v : τ [µα.τ/α]
Γ ⊢ v : µα.τ

Vτ sei der Berei
h der Werte vom Typ τ .
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Gröÿe von ObjektenAuf den Grundtypen a sei eine Gröÿe | · |a : Va → N und eineÄquivalenzrelation =a gegeben.Sie wird wie folgt auf beliebige Werte fortgesetzt:
|()| := 0

|(v1, v2)| := |v1| + |v2|

|inl(v)| := 1 + |v|

|inr(v)| := 1 + |v|

|v| := |c|a für v ∈ Va

|n| := 1Bea
hte:
• Alle Adressen haben dieselbe Gröÿe 1.
• Bei Paaren addiert si
h die Gröÿe der Komponenten, d.h.es wird angenommen, daÿ si
h die Werte glei
he Teileni
ht teilen. (Stru
ture sharing nur via Adressen!)
• Damit Informationen w : ι die Gröÿe 1 haben, nehmenwir für ι ni
ht string, sondern eher ref (string); wirbrau
hen aber, daÿ ι unter τ × ι abges
hlossen ist undnehmen daher ι :=

⋃

τ ref (τ),
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Graphendarstellung von ObjektenEin Wert v wird als Graph dargestellt, mit v als Marke an derWurzel des Graphen und den Teilen an den Na
hfolgerknoten;Adressen treten nur an den Blättern auf. Die Blätter sind keineAdressen n ∈ N , sondern nur mit Adressen markiert.Ein �Sharing� erfolgt no
h ni
ht im Graphen für v, sondernerst, wenn man !-Kanten von den Blättern mit Marke n zumGraphen für !n zieht.
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Typisierter Spei
herTrenner dτ : (τ × ι)∗ → ι∗∗ verändern den Spei
her S, d.h. siebenutzen S als implizites Argument.Ein Spei
her S = (N, !) ist eine endli
he Menge N von Adres-sen mit einer Auswertung ! : N → V [N ].Der in n ∈ S gespei
herte Wert ist !n ∈ V [N ]. Die Gröÿe desSpei
hers ist

|(N, !)| :=
∑

n∈N

|!n|.Eine Typsierung des Spei
hers ist eine bezügli
h ⊆ maximaleMenge Γ von Typannahmen n : ref (τ), so daÿ Γ ⊢ !n : τ füralle n : ref (τ) ∈ Γ.Jede Äquivalenzrelation ∼N auf S induziert(i) die Kongruenzrelation ≃V [N ] auf V [N ],
≃V [N ]:=

⋂

{≃|≃ ist Kongruenzrelation,∼N⊆≃, =a⊆≃}(ii) die Äquivalenzrelation ∼(N,!) auf N ,
∼(N,!) := {(n, n′) ∈ N × N | !n ≃V [N ]!(n

′)}.Die dur
h S = (N, !) de�nierte Isomorphie ≡S ist die gröÿteÄquivalenzrelation ∼ auf N , die si
h selbst induziert, d.h. fürdie ∼=∼S gilt.
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Rekursive De�nition der TrennerMan muÿ i.a. den Trenner dτ mit Hilfe einer (zu einer Typum-gebung [αi/τi, . . .] passenden)Trennerumgebung Γ = [αi/dτi

, . . .]de�nieren, die für jede freie Typvariable αi von τ einen Trenner
dτi

: ∀β((τi × β)∗ → β∗∗) (8)vorgibt. Die Trenner werden rekursiv über den Typaufbau dur
hTrennerkombinatoren Dc für die Typkonstruktoren c aus Tren-nern für die Teiltypen zusammengesetzt:
dΓ

α := Γ(α),

dΓ
char := Dchar,

dΓ
1 := Dunit,

dΓ
τ ref := Dref(d

Γ
τ ),

dΓ
σ×τ := D×(dΓ

σ, dΓ
τ ) =: dΓ

σ × dΓ
τ ,

dΓ
σ+τ := D+(dΓ

σ, dΓ
τ ) =: dΓ

σ + dΓ
τ ,

dΓ
µα.τ := Dµ(λd̃.dΓ[α/d̃]

τ ) =: µd̃. dΓ[α/d̃]
τDie einzelnen Dc folgen unten, von Dref und Dµ nur Spezial-fälle. Die Trenner für rekursive Typen sind au
h rekursiv zude�nieren, z.B. der Trenner für τ -Listen:

dΓ
τ∗ := dΓ

µα(1+τ×α) = µd̃. (dΓ
1 + dΓ

τ × d̃) =: D∗(d
Γ
τ ).

Das kann man nur in Programmierspra
hen ausführen, die Ty-pen wie in (8) erlauben (da zwei Rekursionsaufrufe eines Tren-ners zwei Ausgabetypen erfordern können), und wo man an diejeweilige Typumgebung herankommt.
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Konstruktion von Trennern dτ : (τ × ι)∗ → ι∗∗

τ := bool | char | (τ × τ) | τ∗ | ref (τ).Informationen w : ι seien oBdA stets in Adressen gehalten,also Vι ⊆ N und ι :=
⋃

τ ref (τ).
• Fall τ = bool:(i) Initialisiere1 drei Adressen neq : ref (bool∗), nt :

ref (ι∗) und nf : ref (ι∗) mit leeren Listen
neq := [], nt := [], nf := [].(ii) Dur
hlaufe die Eingabe [(v1, w1), . . . , (vn, wn)] undaktualisiere die Werte gemäÿ

nt :=

{

wi :: !nt, falls vi = t,
!nt, sonst

nf :=

{

wi :: !nf , falls vi = f ,
!nf , sonstund falls dabei für b : bool die Liste !nb ni
ht leerwird, setze neq := b :: !neq.(iii) Gib als Wert dbool([(v1, w1), . . . , (vn, wn)]) die Listeder !nb mit b auf der Liste !neq aus, setze für diese

b dann nb := [] und s
hlieÿli
h neq := [].Das kann in O(n) S
hritten gema
ht werden, wenn dasAblesen/Spei
hern eines Werts bei einer Adresse nur O(1)S
hritte kosten.Ans
hlieÿend sind unter neq, nt, nf wieder [] gespei
hert.1Notation: n := v meint, unter Adresse n den Wert v zu spei
hern.
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• Fall char: Das geht analog, mit Adressen neq : ref (char∗)und nb : ref (ι∗) für jedes b ∈ Vchar.(Das wird unten in der SML-Implementierung mit einemArray der Länge |Vchar| = 256 gema
ht.)
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ImplementierungWir bilden einen universellen Typ

U ≃ Vchar + Vstring + U∗ + (U × U) + ref (U)und setzen ι = ref (U). Damit haben alle w : ι die Gröÿe 1, aberman brau
ht lästige Einbettungen von U in ι und umgekehrt.
〈dis
riminate.sml〉≡stru
ture Dis
riminate =stru
tdatatype U = C of 
har| S of string| L of U list| P of U * U| R of (U ref) (* info as value *)| Bag of U list| Set of U list| N of (U ref) * (U ref list ref)type info = U reftype 
lass = info list (* infos as eq-
lass of nodes *)type dis
riminator = (U * info) list -> 
lass listex
eption UndefinedFür die Trennung na
h Adressen modulo∼ref (U) wird ein Sum-mand mit N : ref (U) × ref (ref (U)

∗
) → U in U eingebettet;eine Trennung na
h Adressenglei
hheit =ref (U) (ohne Angabeder Äquivalenzrelation) ist ni
ht implementiert, wäre aber miteiner Typänderung von N ma
hbar (s.u.).
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Beispiel: Trenner für 
har

〈CharDis
riminator〉≡stru
ture CharDis
r =stru
tval size = 256ex
eption Sizeval di
t = Array.array(size,[℄:
lass) (* value restr.! *)val labels = ref [℄ : int list reflo
alfun add (v:
har,w) =let val i = Char.ord vval ts = Array.sub(di
t,i)in if List.exists (fn j => j=i) (!labels)then () else labels := i::(!labels);Array.update(di
t,i,ts � [w℄)endfun getLists () =let val 
lasses = map (fn i => Array.sub(di
t,i))(rev (!labels))in List.app (fn i => Array.update(di
t,i,[℄))(!labels);labels := [℄;
lassesend
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infun dis
riminate vs =(List.app add vs ; getLists())handle Subs
ript => raise Sizeendend

Beispiel
〈dis
riminate.expl.sml〉≡use "dis
riminate.sml";open Dis
riminate;fun dis
riminateToStrings l =map (map toString) (dis
riminate l);(* Example 1: Dis
riminate a

ording to Char-labels *)dis
riminateToStrings [(C #"a",toInfo "Affe"),(C #"b",toInfo "Baer"),(C #"a",toInfo "Albatross"),(C #"b",int_toInfo 3)℄;
〈Ergebnis〉≡val it = [["Affe","Albatross"℄,["Baer","3"℄℄ : string list list
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Trenner für Paare

dσ×τ : ((σ × τ) × ι)∗ → ι∗∗

• Fall σ × τ :In der Eingabe [(v1, w1), . . . , (vn, wn)] sei vi = (vi,1, vi,2).(i) Für i = 1, . . . , n spei
here die zweite Komponente
vi,2 des Werts unter einer fris
hen Adresse vi,2, bildedas Paar (vi,2, wi) : ι× ι und spei
here diesen Wertin einer ebenfalls neuen Adresse (vi,2, wi) : ι.(ii) Mit dem induktiv s
hon de�nierten Trenner dσ tren-ne

dσ([(v1,1, (v1,2, w1)), . . . , (vn,1, (vn,2, wn))]

= [[(v1,2, w1), . . .], . . . , [(vk,2, wk), . . .]]na
h glei
hen ersten Komponenten v1,i der vi.(iii) Ersetze die Adressen dur
h die dort gespei
hertenWerte, und trenne jede Liste mit dem Trenner dτ :
[dτ ([(v1,2, w1), . . .]), . . . , dτ ([(vk,2, wk), . . .])](iv) Verkette die Ergebnislisten: das ergibt eine Tren-nung der wj na
h glei
hen Wertpaaren (vi,1, vi,2),

[[w1,1 . . . , w1,k1
], . . . , [wr,1, . . . , wr,kr

]].Die Spei
herung in neuen Adressen ist nur wegen derWahl des Typs ι notwendig.
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Trennung na
h ∼N -äquivalenten Adressen

dref (τ) : (ref (τ) × ι)∗ → ι∗∗Die Eingabeliste [(n1, w1), . . . , (nm, wm)] soll bzgl. einer Äqui-valenz ∼N auf dem Spei
her N getrennt werden:
[[w1,1, . . . w1,k1

], . . . , [wr,1, . . . , wr,kr
]]wobei die wi,j die Informationen aller n ∼N ni seien.Stelle den Spei
her S = (N, !) und die Äquivalenz ∼N dur
hdisrimination re
ords r = {cont : U ref, eq : N ref} dar:Jeder Adresse n entspri
ht ein r = (!n, n′), wobei n′ ∈ N dieKlasse [n]∼N

darstellt, d.h. es ist
n1 ∼N n2 ⇐⇒ n′

1 = n′

2(aber !n′ muÿ ni
ht eine Liste der Elemente von [n]∼N
sein).Die Äquivalenz zweier Adressen n1, n2 kann dann in O(1) S
hrit-ten festgestellt werden.Änderungen von E und ∼N werden dur
h Änderungen be-stehender r = (!n, n′) errei
ht, und Änderungen an N dur
hAllozierung neuer r oder Lös
hung vorhandener.Die Äquivalenz ∼N sei also unter n mit übergeben, d.h. !n =

(!n, n′), oBdA mit n′ : ref (ι∗).Reduziere Trennung modulo ∼N auf Trennung modulo =N :
dref (τ)([(n1, w1), . . .]) := dref (ι∗)([(n

′

1, w1), . . .)
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Trennung na
h glei
hen Adressen

dref (ι∗) : (ref (ι∗) × ι)∗ → ι∗∗

• Fall ref (ι∗): Zur Eingabeliste [(n1, w1), . . . , (nm, wm)] sol-len die wi na
h =N -glei
hen Adressen ni getrennt wer-den, unabhängig von den gespei
herten Werten.(i) Wähle fris
he Adresse neq : ref (ι∗), setze neq := []und ni := [] für i = 1, . . . , m.(ii) Für i = 1, . . . , m setze
neq :=

{

ni :: !neq, falls !ni = [],
!neq, sonstund ans
hlieÿend (für ordnungserhaltendes dref ι∗)
ni := !ni @ [wi]Dana
h steht unter neq eine Anordnung der Menge

{n1, . . . , nm}, mit jedem ni genau einmal, und bei nidie Liste [wi,1, . . . , wi,ki
] aller wi,j , für die (ni, wi,j)in der Eingabeliste vorkommt.(iii) Gib für jedes n auf der Liste !neq die Liste !n aus.A
htung:Die anfangs unter ni gespei
herten Werte sind verloren.Das ist harmlos, falls die ni nur als Darstellung von ∼N -Klassen benutzt werden: dazu brau
ht man nur Glei
h-heiten ni =N nj , und die sind von den E(ni) unabhängig.Voraussetzung: unter Adressen ι kann man Informatio-nen vom Typ ι∗ spei
hern, also ref (ι∗) ⊆ ι.
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Trenner na
h glei
hen Adressen

dref (τ) : (ref (τ) × ι)∗ → ι∗∗

• Fall ref (τ): Die Eingabe [(n1, w1), . . . , (nm, wm)] soll na
h
=N -glei
hen Adressen getrennt werden, wobei ni : ref (τ).2Mit einem universellen Typ U kann man das auf den Fall
ref (ι∗ × τ) zurü
kführen:(i) Ändere die gespei
herten Werte zu ni := ([], !ni) für

i = 1, . . . , m.(ii) Trenne [(n1, w1), . . . , (nm, wm)] wie im Fall ref (ι∗),ohne die zweiten Komponenten zu verändern.(iii) Setze die ursprüngli
henWerte mit ni := se
ond(!ni)wieder her, für i = 1, . . . , m.(iv) Gib das Ergebnis von (ii) aus.Da die Glei
hheit der Adressen beibehalten bleibt, erhältman die korrekte Antwort. Damit im ersten S
hritt keinTypfehler auftritt, muÿ man ref (τ) und ref (ι∗ × τ) alsSpezialfälle von ι = ref (U) behandeln können.
2Es ist zu teuer, zuerst die Glei
hheiten unter den ni zu bestimmen;das geht au
h ni
ht mit

dset(ref (τ))([([n1], (n1, w1)), . . . , ([nm], (nm, wm))])

= [[(nj1 , wj1), . . . , (njk1
, wjk1

)], . . . , [(njr
, wjr

), . . . , (njkr
, wjkr

)]],denn dabei würde die s
hwa
he Sortierung der Verkettung von Einermen-gen [(ni, ewi)] benötigt, die rekursiv die Trennung na
h den ni erfordert.
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Trennung na
h glei
hen Adressen

〈Dis
riminator for referen
es〉≡stru
ture RefDis
r =stru
ttype dis
rRef = {
ontent: U ref, eq: 
lass ref} reffun eqClass (v:dis
rRef) = #eq (!v)fun isEmpty (v:dis
rRef) = (!(eqClass v) = [℄)fun add (v:dis
rRef) (w:info) =let val 
 = (eqClass v) in 
 := (!
)�[w℄ endfun getThenResetClass (v:dis
rRef) =let val els = !(eqClass v)in (eqClass v) := [℄ ; els endval eqClasses = ref [℄ : dis
rRef list reffun addClass (v:dis
rRef,w:info) =(if isEmpty v theneqClasses := v::(!eqClasses)else ();(add v w); ())fun dis
riminate (vws : (dis
rRef * info) list) =let val _ = List.app addClass vwsval 
lasses =map (fn v => getThenResetClass v)(!eqClasses)in eqClasses := [℄; 
lassesendend
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Trenner für Listen
dτ∗ : (τ∗ × ι)∗ → ι∗∗

• Fall τ∗ = µα(1 + (τ × α)):(i) Zerlege [(v1, w1), . . . , (vn, wn)] in die Paare mit vi : 1und die mit vi : τ ×τ∗, d.h. die mit leerer Liste bzw.ni
ht-leerer Liste vi.(ii) Alle wi mit vi : 1 bilden eine Klasse A.(iii) Trenne die Teilliste der übrigen (vi, wi) mit dτ×τ∗in
dτ×τ∗([(v1, w1), . . . , (vr, wr)])

= [[w1,1, . . . , w1,k1
], . . . , [wr,1, . . . , wr,kr

]]und füge A hinzu, falls A ni
ht leer war.Das ist keine Induktion über die Typausdrü
ke, termi-niert aber, da bei der rekursiven Verwendung von dτ∗nur kürzere Listen in den Eingabetupeln auftreten.Analog werden andere Datentypen µα τ behandelt.
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Trennung modulo f : σ → τTrennung einer Eingabe [(v1, w1), . . . , (vn, wn)] ni
ht na
h glei-
hen Werten vi =σ vj , sondern na
h f -glei
hen Werten,
vi =f

σ vj : ⇐⇒ f(vi) =τ f(vj).

df
σ([(v1, w1), . . . , (vn, wn)])

:= dτ ([(f(v1), w1), . . . , (f(vn), wn)]).
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Trennung na
h bag-Glei
hheit

dbag(τ) : (τ∗ × ι)∗ → ι∗∗Unter [(~v1, w1), . . . , (~vn, wn)] soll man diejenigen wi in eine Li-ste zusammenfassen, die in einem (~vj , wj) mit ~vj ≃bag(τ) ~vi als
wj vorkommen.1.Idee: Zuerst aus ~v eine neue Liste bag(~v) : τ∗ konstruieren,in der alle glei
hen Elemente aus ~v nebeneinander stehen, unddann [(bag(~v1), w1), . . . , (bag(~vn), wn)] mit dτ∗ trennen.Aber die Konstruktion von bag(~v) erfordert s
hon zu viele Ver-glei
he, und man muÿ die entstandenen Listen no
h na
h einerOrdnung auf τ sortieren, damit die Trennung die für = bag(τ)ri
htigen Ergebnisse liefert.2.E�ziente Lösung (B.Paige): dur
h s
hwa
he Sortierung (er-fordert keine Ordnung auf τ !)(i) De�niniere eine Funktion weaksort : τ∗∗ → τ∗∗, die jedeListe ~vi der Eingabe [~v1, . . . , ~vn] in die Liste ~v′

i umordnet,bei der die Elemente wie ihre ersten Vorkommen in derVerkettung von [~v1, . . . , ~vn] vorkommen.(ii) Bere
hne aus [(~v1, w1), . . . , (~vn, wn)] zuerst [~v′

1, . . . , ~v
′

n] =weaksort([~v1, . . . , ~vn]) und wende den Trenner dτ∗ auf
[(~v′

1, w1), . . . , (~v
′

n, wn)] an. Das gibt das korrekte Ergeb-nis, da ~v′

i =τ∗ ~v′

j genau dann gilt, wenn ~vi =bag(τ) ~vj ,weil die Komponenten in ~v′

i, ~v
′

j in s
hwa
her Sortierungauftreten.
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S
hwa
he Sortierung von [~v1, . . . , ~vn]weaksort : τ∗∗ → τ∗∗(i) Spei
here für spätere Trennung jedes ~vi = [ci,1, . . . , ci,ki

]in einer fris
hen Adresse vi und dann für jedes j das Paar
(vi, ci,j) in einer fris
hen Adresse wi,j := (vi, ci,j). Bildefür jedes i die Liste

ṽi := [(ci,1, (vi, wi,1)), . . . , (ci,ki
, (vi, wi,ki

))].(ii) Verkette die Ergebnisse [ṽ1, . . . , ṽn] zu
[(c1,1, (v1, w1,1)), . . . , (cn,kn

, (vn, wn,kn
))]und trenne diese Liste mit dτ na
h den Elementen ci,j(entspre
hend einer bestimmten Anordnung<[~v1,...,~vn] derElemente ci,j). Die Ergebnisliste

[[(vi, wi,j1), . . . , ], . . . , [. . .]]faÿt alle (vi, wi,j) in ein Element zusammen, deren Li-ste vi ein bestimmtes Element c aus der Verkettung derArgumentlisten [~v1, . . . , ~vn] enthält.(iii) Trenne die Verkettung dieser Ergebnisse (ordnungserhal-tend) mit dref (τ∗) bezügli
h der Glei
hheit =N als Äqui-valenz ∼N : das Ergebnis
dref (τ∗)([(vi, wi,j1), . . .]) = [[wi,j1 , . . . , wi,jki

], . . . , [. . .]]enthält in den zweiten Komponenten der [wi,j1 , . . . , wi,jki
]genau die Elemente ci,j aus ~vi in der Ordung <[~v1,...,~vn]aufgeführt, in den ersten Komponenten jeweils vi.
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Daraus kann eine Zuordnung vi 7→ ~v′

i := bag(~vi) be-stimmt werden, mit der die Eingabe [~v1, . . . , ~vn] in [~v′

1, . . . , ~v
′

n]umgewandelt werden kann (in O(n), wenn man si
h in
a) die Liste [v1, . . . , vn] merkt.)

Trennung na
h set-Glei
hheit
dset(τ)(τ

∗ × ι)∗ → ι∗∗(i) De�niere weaksort : τ∗∗ → τ∗∗ wie bei der Trennung na
hbag-Glei
hheit, nur daÿ im S
hritt (
) aus den Listen
[wi,j1 , . . . , wi,jki

] keine Multimenge, sondern eine (s
hwa
hsortierte) Menge gebildet wird, d.h. Duplikate ignoriertwerden.(ii) Bere
hne aus [(~v1, w1), . . . , (~vn, wn)] zuerst [~v′

1, . . . , ~v
′

n] =weaksort([~v1, . . . , ~vn]) und wende den Trenner dτ∗ auf
[(~v′

1, w1), . . . , (~v
′

n, wn)] an. Das gibt das korrekte Ergeb-nis, da ~v′

i =τ∗ ~v′

j genau dann gilt, wenn ~vi =set(τ) ~vj ,weil die Komponenten in ~v′

i, ~v
′

j in s
hwa
her Sortierungund jeweils nur einmal auftreten.
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Beispiel: S
hwa
he Sortierung für MultimengenSortiere [aba,b
a,aab,ba,b
b℄ mit dbag(char).(i) Paare die Elemente mit Adressen ihrer Listen und si
h:aba 7→ [(a,(aba,a)),(b,(aba,b)),(a,(aba,a))℄...b
b 7→ [(b,(b
b,b)),(
,(b
b,b)),(b,(b
b,b))℄(ii) Trenne die Verkettung der erhaltenen Listen mit dchar:[ [(aba,a),(aba,a),(b
a,a),(aab,a),(aab,a),(ba,a)℄,[(aba,b),(b
a,b),(aab,b),(ba,b),(b
b,b),(b
b,b)℄,[(b
a,
),(b
b,
)℄ ℄(iii) Trenne deren Verkettung mit dref(char∗) na
h Glei
hheitder String-Adressen:[ [a,a,b℄,[a,b,
℄,[a,a,b℄,[a,b℄,[b,b,
℄ ℄= [ aab,ab
,aab,ab,bb
 ℄Im Programm wird eine andere Anordnung erzeugt:

〈dis
riminate.expl.sml〉+≡bagsort [[C #"a",C #"b",C #"a"℄, [C #"b",C #"
",C #"a"℄,[C #"a",C #"a",C #"b"℄, [C #"b",C #"a"℄,[C #"b",C #"
",C #"b"℄℄;
〈Ergebnis〉+≡val it =[[C #"b",C #"a",C #"a"℄,[C #"
",C #"b",C #"a"℄,[C #"b",C #"a",C #"a"℄,[C #"b",C #"a"℄,[C #"
",C #"b",C #"b"℄℄ : U list list
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Anwendung: Dokumentklassi�zierungKlassi�ziere Dokumente na
h darin vorkommenden Begri�en.Vereinfa
ht: Dokument := Zei
henreihe, Begri� := Bu
hstabe

〈dis
riminate.expl.sml〉+≡fun dis
rChar (s : string list) =let fun string2Uref str = R (ref (S str))fun 
Pair (u as (R(Ref as (ref(S str))))) =map (fn 
 => (C 
, Ref)) (String.explode str)val Lists = map 
Pair (map string2Uref s)in dis
riminate (List.
on
at Lists)end;map (map toString) (dis
rChar ["ab
","aa","b","a
"℄);
〈Ergebnis〉+≡val it = [["ab
","aa","aa","a
"℄,["ab
","b"℄,["ab
","a
"℄℄Ignorieren wir die Einbettungen in den Typ U, so bildet manzu jeder Zei
henreihe die Paare aus den Zei
hen und der Reihe,ab
 7→ [(a,ab
),(b,ab
),(
,ab
)℄aa 7→ [(a,aa),(a,aa)℄b 7→ [(b,b)℄a
 7→ [(a,a
),(
,a
)℄und trennt die Verkettung der Listen na
h den Zei
hen.
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Anwendung: Index aller Wörter eines TextsDer Index des Texts gibt zu den Wörtern ihre Vorkommen an.Man paart jedes Wort mit seiner Position und trennt die Paaredann na
h den Wörtern:

〈dis
riminate.expl.sml〉+≡fun dis
rString text =let fun addPosition (s::ss) n =(S s, int_toInfo n)::(addPosition ss (n+1))| addPosition [℄ n = [℄in (dis
riminateToStrings (addPosition text 1))end;dis
rString ["aber", "er", "aber", "so", "und", "so"℄;
〈Ergebnis〉+≡val it = [["1","3"℄,["2"℄,["4","6"℄,["5"℄℄Um die Wörter in der Ausgabe zu haben, paart man jedes wim Text mit seiner Position i und w selbst, und trennt dieentstandene Liste der (w, (w, i)) na
h den Wörtern.
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Lokale Hilfsfunktionen

〈Hilfsfunktionen〉≡lo
alfun unC (C 
,w) = (
,w)| unC _ = raise Inhomogenityfun reasso
 [℄ = [℄ : (U * info) list| reasso
 ((P(u,v),w) :: uvws) =(u,ref(P(v,R w))) :: (reasso
 uvws)| reasso
 (_ :: uvws) = raise Inhomogenityfun unP (ref(P(v,R w))) = (v,w)| unP _ = raise Inhomogenityfun splitList ((L v,w)::vws) =let val (A,B) = splitList vwsin 
ase v of [℄ => (w::A,B)| (h::r) => (A,(P(h,L r),w)::B)end| splitList (_::vws) = raise Inhomogenity| splitList [℄ = ([℄,[℄)fun unN (N(v,e),w) = (ref{
ontent=v,eq=e},w)| unN _ = raise Inhomogenityfun addClass 
s =let val (i,eqi) = (ref (L 
s), ref ([℄:
lass))fun pa
k 
 = (
, ref (P(N(i,eqi),P(R i,
))))in map pa
k 
s
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endfun toRefs (ref (P (N(i,eqi), u)))= (N(i,eqi), ref u)| toRefs _ = raise Undefinedfun 
olle
t f (ws as ((ref (P (R i,
)))::_))= (i, f [℄ ws)| 
olle
t f _ = raise Undefinedfun subst ((lst,us:U list)::ps) (l:U list) =if (L l) = !lst then us else subst ps l| subst [℄ l = raise Undefinedin

〈Trennung na
h dem Typ des ersten Listenelements〉≡fun dis
riminate ([℄ : (U * info) list) = [℄ : 
lass list| dis
riminate [(v,w)℄ = [[w℄℄| dis
riminate (vws as ((v,w) :: _)) =
ase v of(C _) => CharDis
r.dis
riminate (map unC vws)| (L _) =>let val (A,B) = splitList vwsval Bs = dis
riminate Bin if A = [℄ then Bs else A :: Bsend| P(_,_) =>let val Ss = dis
riminate (reasso
 vws)val Ts = map (map unP) Ss
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in List.
on
at (map dis
riminate Ts)end| (S _) =>let fun toCs (S s) = L (map C (String.explode s))| toCs _ = raise Inhomogenityin dis
riminate (map (fn(v,w) => (toCs v,w)) vws)end| (N _) => (* modulo equivalen
e on adresses *)RefDis
r.dis
riminate (map unN vws)| (R _) => (* modulo identiy on adresses *)raise Undefined(* If we had defined N : U ref * U ref -> U rather thanN : U ref * U ref list ref -> U, using L : U ref list -> U,we 
ould use the referen
es as the equivalen
e 
lasses:(R _) =>let val us = map (fn (R v,w) => !v) vwsfun toN (R v,w) = (v := ([℄ : 
lass) ; (N(v,v),w))| toN _ = raise Undefinedval ws = dis
riminate (map toN vws)in "restore the values assigned to vs in vws using us";wsend*)| (Bag _) =>let val (vs,ws) = ListPair.unzip vwsfun unBag (Bag v) = v | unBag _ = raise Undefined
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val svs = map L (bagsort (map unBag vs))val newvws = ListPair.zip (svs,ws)in dis
riminate newvwsend| (Set _) =>let val (vs,ws) = ListPair.unzip vwsfun unSet (Set v) = v | unSet _ = raise Undefinedval svs = map L (setsort (map unSet vs))val newvws = ListPair.zip (svs,ws)in dis
riminate newvwsendand bagsort us = (* Standard weak sorter for bags *)let val byElements =dis
riminate (List.
on
at (map addClass us))val byLists =dis
riminate (map toRefs (List.
on
at byElements))fun asBag a

 [℄ = a

 : U list| asBag a

 ((ref (P (R i,
)))::ws)= asBag (
::a

) ws| asBag _ _ = raise Undefinedval Subst = map (
olle
t asBag) byListsin map (subst Subst) usend
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〈S
hwa
he Sortierung von Mengen〉≡and setsort us = (* Standard weak sorter for sets *)let val byElements =dis
riminate (List.
on
at (map addClass us))val byLists =dis
riminate (map toRefs (List.
on
at byElements))fun asSet a

 [℄ = a

 : U list| asSet [℄ ((ref (P (R i,d)))::ws) =asSet [d℄ ws| asSet (
::a

) ((ref (P (R i,d)))::ws) =if d = 
 then asSet (
::a

) wselse asSet (d::
::a

) ws| asSet _ _ = raise Undefinedval Subst = map (
olle
t asSet) byListsin map (subst Subst) usendfun dis
riminateToStrings l =map (map toString) (dis
riminate l)end
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Kombinatoren zum Aufbau von TrennfunktionenWir hatten einen universellen Typ U eigener Typen de�niert,um die Trenner dτ rekursiv über den Typaufbau von τ zu de-�nieren. In dτ werden ständig Typumwandlungen zwis
hen Uund seinen Summanden dur
hgeführt.Wenn man, um diese Umwandlungen zu vermeiden, die in SMLeingebauten Typen verwenden will, kann man no
h einen Teilder De�nition von dτ programmieren, sofern man polymorpheRekursion hat (Emms/Leiÿ, SML+, TCS 1997)Man de�niert dazu Kombinatoren, die aus Trennern für be-stimmte Typen einen Trenner für einen daraus aufgebautenTypen bilden, z.B. aus Trennern dσ und dτ einen Trenner dσ×τ .

〈dis
rpr.sml〉≡(* Hilfsfunktionen *)fun reasso
 (((u,v),w) :: rs) =(u,(v,w)) :: (reasso
 rs)fun 
on
at (w::ws) = w � (
on
at ws)| 
on
at [℄ = [℄fun split ((inl x,y)::vs) =let val (ls,rs) = split vs in ((x,y)::ls,rs) end| split ((inr x,y)::vs) =let val (ls,rs) = split vs in (ls,(x,y)::rs) end| split [℄ = ([℄,[℄)
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〈dis
rpr.sml〉+≡(* Kombinatoren zum Aufbau von Dis
riminatoren,mit Fritz Henglein, 29.4.2005 *)fun ProdDis
 (da,db) xs =let val ys = reasso
 xsval ss = da ysval ws = map db ssin 
on
at ws endfun PlusDis
 (da,db) xs =let val (ys,zs) = split xsval (w1,w2) = (da ys, db zs)in w1 � w2 endfun UnitDis
 (xs: (unit * 'a) list) =[map #2 xs℄(* Ein Rekursionskombinator ist ni
ht allgemein,aber im Einzelfall programmierbar: *)datatype ('a,'b) sum = inl of 'a | inr of 'bdatatype 'a tree =Tree of (unit, 'a tree * 'a tree) sumfun untree (Tree x,y) = (x,y)fun treeDis
 xs =(PlusDis
 (UnitDis
,ProdDis
(treeDis
, treeDis
)))(map untree xs)


