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. Relative* und Relationen
bei C.S.Peirce und E.Schroéder

Erst Ende des 19. Jahrhunderts werden die Relatio-
nen als wichtiger Bestandteil der Sprache und Logik
erkannt, von C.S.Peirce und E.Schroder.

Terminologie bei Peirce (1897):

a) Relative sind Worter, die ,,zu einem Gemeinnamen
werden, wenn ihnen ein anderer Gemeinname als Ob-
jekt hinzugefiigt wird®.

(i) Prépositionen: zu der Zeit des
(ii) Relationsnomen: Bruder des, Stifter von - an -

(iii) transitive Verben: kaufen, geben
b) Ein Relativ ist (ggf. nach Hinzufiigen von ,ist“) ein
Satz, in dem einige Eigennamen weggelassen sind.

c) Ein Verhdltnis (heute: eine Relation) R zwischen
Objekten der Arten Ay, ..., A, ist eine Tupelmenge

{{ar,...,a,) | a1 € Ay, ... a, € A, }.

Die i-te Relation (heute: Projektion) von R ist
{a|da; € Ay...Fa, € Ay(a=a; N R(ay,...,a,))}



Projektionen

Aus den transitiven Verben erhélt man durch Projek-
tion standardméfig zwei Gemeinnamen:

Extension Verbal Nominal
{(a,b) | L(a,b)} lieben Verliebte
{a|3dbL(a,b)} jemanden lieben Liebende(r)
{b|3daL(a,b)}  geliebt werden  Geliebte(r)

Sie entstehen als Nominalisierungen der Partizipien.

Festhalten eines Arguments

Aus dem transitiven Verb erhéilt man Gemeinnamen
auch durch Festhalten eines Arguments:

xLb x liebt b
x(Lb) x ist ein Liebhaber des b
(aL)y 1y ist ein Geliebter des a

Sie entstehen durch Genitivattribut mit Figennamen.



Die ,,Kopula der Relative*

Die klassische Kopula der Gemeinnamen, M a L, in
,Alle Menschen sind Lebewesen®,

verallgemeinert Peirce zu einer Kopula der Relative:
(RaS)(x,2): <= Vz(R(x,z) — S(z,¥))
Beispiel: L = liebt, D = dient, (La D)(x,y) =

,Alle von x geliebten sind Diener von y”

Entsprechend kann man die kategorischen Aussagen
der klassischen Logik verallgemeinern:

(ReS)(z,y) : <= Vz(R(z,2)AS(z,y))
(RiS)(x,y) <= Fz(R(zx,2) A g(z, Yy))
(RoS)(x,y) <= 3TJz(R(z,2)N\S(z,y))

Bem.: Die Kopula der Relative kann durch
r(LaD)y = (xzL)a(Dy).

auf die Kopula der Gemeinnamen und das Festhalten
von Argumenten reduziert werden.



Die Algebra dyadischer Relationen

Pierce betrachtet vier Grundoperationen:

(i) das Komplement einer Relation,

R = {(a,b) | - R(a,)}
(ii) das nicht-relative Produkt zweier Relationen,

R-S5:={(a,b)| R(a,b) A S(a,b)}
(iii) die Konverse einer Relation,
R :={(b,a) | R(a,b)}
(iv) die relative Summe zweier Relationen,
R+ S :={(a,c) | Vb(R(a,b) V S(b,c)}

Definierbar sind die nicht-relative Summe und das
relative Produkt:

R+S:=R-5=1{(a,b)| R(a,b) Vv S(a,b)}

R;S:=R+S={(a,c)|3Ib(R(a,b) AS(b,c)}



Relative Divisionen

Auch die ,,Divisionen mit Rest® sind definierbar, das
linke Residuum von R durch S,

S\R:=S;R

{(a,c) | Vb(S(b,a) — R(b,c))}

und das rechte Restduum von R durch S,

R/S:=R;:S

{(a,c) | Yb(S(b,c) — R(a,b))}
Zeige:

a) S\R ist die grdfite Relation X mit S; X C R.
b) R/S ist die grofite Relation X mit X; 5 C R.

Beisp.: (Pratt 1991) Sei k = king, t = tax, L = loves,
P = pays. Dann heif3t

(L\P)(k,t) = k(L\P)t = (Lk)a(Pt)
= Vz(zLk — zPt)
= Those who love the king pay the taxes.



Boole’sche Algebra

Eine Boole’sche Algebra A = (A, +,-,—,0,1) besteht
aus einer nicht-leeren Menge A mit:

(i) +, - : A x A — A sind assoziativ, kommutativ
und idempotent, d.h. fiir alle a,b € A gilt:

a+(b+c) = (a+b)+c

a+b = b+a
at+a = a

a-(b-c) = (a-b)-c,
a-b = b-a,
a-a = a

(ii) + und - sind distributiv zueinander:

(a+b)-¢c = (a-¢c)+(b-c)
(a-b)+c = (a+c)-(b+c)

(iii) 0, 1 sind neutrale Elemente fiir + bzw. -, d.h.

a+0 = a

a-1 = a



(iv) —: A — A ist eine Komplementbildung, d.h.

a+—a =
a-—a = 0
Standardbeispiele

Die Standardinterpretationen sind:

(i) Die Algebra der Wahrheitswerte,
B = ({0,1}, max, min, —, 0, 1)
mit —1 := 0 und —0 :=1,
(ii) Die Potenzmengenalgebra einer Menge M,
oM = 2M u,n, —,0, M)

mit —A:=M\A:={me M |m¢ A}.



Folgerungen

Auf jeder B.A. A kann eine partielle Ordnung defi-
niert werden durch

a<b:<—= a+b=">

In jeder Boole’schen Algebra A gilt fiir alle a, b, c € A:
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Relationenalgebra

Eine Relationenalgebra (Tarski 1955)
R = (Ra—l_v'a_voala;aj[)

besteht aus einer Menge R von ,,Relationen® sodaf
(i) (R,+,-,—,0,1) ist eine Boole’sche Algebra

und fiir alle r, s,t € R gelten:

wobel r < s :<—= r + s = s ist.
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Bezeichnungen:

(i) r heif3t reflexiv, falls I <.
(ii) r heifit transitiv, falls r;r <.

(iii) r heit symmetrisch, falls r” < r.

Eine Relation 7 ist eine (totale) Aquivalenz, falls r
(reflexiv,) transitiv und symmetrisch ist.

Standardinterpretation

Die volle Relationenalgebra tiber der Menge U ist
(QUXUa U7 ma T (Z)a 17 ; ’v’ [>
mit

1 = UxU,
—r = {(a,b) €U x U | (a,b) & r},
ri;s = {(a,c)|3FbeU (a,b) ern(bc)e s},
{(a,b) | (b,a) € r},
{(a,a) |a € U}.
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Definierbare Relationen

(i) die n-te Potenz der Relation R,

R':=1, R .=RR"

(ii)) das linke Residuum von S durch R,

S/R:=max X(X;RCS)=—(-5;R")

(iii) das rechte Residuum von S durch R,

R\S :=max X(R; X C S)=—(R"-S5)
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Einfache Séatze
Satz (Chin, Tarski 1951) In jeder Relationenalgebra
gilt fiir jedes r, s, t, u:
(i) 0"=0,1"=1und "= 1,

r < W7“<S

+s) " =r"-sund (—r) = —(1")

/\

r;0=0=0;rund 1;1 =1
ri(s+t)=(r;s)+(r;t)

r;s)-t=0gdw. (r’;t)-s=0gdw.(t;s")-r=0
i) () < 73 ((750) - (5507

(ix) Wenn r < I, dann ist r eine Aquivalenz

)
1i)
i) (r
v)
)
(vi) Wenn r < ssoist t;r <t;sundr;t <s;t
1i)
(viii)
)
)

(x

Eine Relationenalgebra M ist einfach, wenn 1 und I
die einzigen Aquivalenzen in M sind.

Satz (Tarski, Jonsson 1952) M ist einfach gdw.

Vr(r#0— (1;r;1=1) gdw.
Vr(r=1;r;1< (r=0vr=1)).

Wenn s;1=s, dannist r-s=(s-1I);r
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Komplexitit der Relationenalgebra

Satz (Schroder 1895) Jede Aussage der Relationen-
algebra kann auf die Form R = S gebracht werden.

Daher geniigt eine reine Gleichungslogik. Gleichun-
gen, die nur die Boole’schen Operationen enthalten,
sind mit der boole’schen Unifikation losbar.

Frage Wie weit kann man das auf Gleichungen aus-
dehnen, in denen auch die Operationen ; und I be-
nutzt werden?

Bem. (Tarski 1941) Eine Relation R ist

(i) eine surjektive Funktion, falls R™; R = I,
(ii) total und injektiv, falls (R; R") = I.

Die Relationen mit beiden Eigenschaften erfiillen die
Axiome der Gruppentheorie.

Da die Gruppentheorie unentscheidbar ist, ist es auch
die (Horntheorie der) Relationenalgebra.
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Die elementare Theorie der
dyadischen Relationen

A.Tarski (1941) fafit die Relationenalgebra als Teil
einer logischen Theorie mit folgenden Axiomen auf:

L.

9.
10.
11.
12,

0 NSOl W

VaVy
VaVy
Va
VaVyVz
VzVy
VaVy

VaVy
VaVy
VaVy
VaVy
VaVy

xly

— 20y

rl'x

(xRy ANyl'z) — xRz)

(
(
(zRy < yRx)

(z(R-S)y < (zRy N zSy))
(x(R+ S)y « (zRy V zSy))
(x(RtS)y <> Vz(xRz V 2S5Y))
(x(R;S)y < Jz(zRz N zSY))
R =S5 < VaVy(zRy < xSy)

1 bzw. 0 sind die universelle bzw. leere Relation,

R, R+ S, R- S sind Komplement, Vereinigung und

Durchschnitt,

R ist die Inverse von R,

R+ S, R;S sind relative Summe und Produkt

R = S ist die extensionale Gleichheit von Relationen
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Relationen und Mengen

Durch Anwenden der Relationenkopula auf Relatio-
nen unterschiedlicher Stelligkeit erhalt man weitere
sprachlich iibliche Konstruktionen:

Peirce’sches Produkt

Aus transitiven Verben erhéalt man einstellige Pradikate
auch durch Genitivattribut mit eitnem Gemeimnamen:

R: B :={a|3b(R(a,b) AN B(b))}

Beispiel: L : F' = Liebhaber einer Frau

Das Peirce’sche Produkt der Relation R mit der Men-
ge B ist das Urbild von b unter R.

Bild einer Menge unter einer Relation

Das Bild der Menge B unter der Relation R ist
R"B :={a | 3b(B(b) A R(b,a)}.

Beispiel: L”F = Geliebter einer Frau
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Boole’sche Moduln

Ein Boole’scher Modul (Brink 1988) M = (B, R,:)
besteht aus

(i) einer Boole’schen Algebra B = (B, +,-,—,0,1),
(ii) einer Relationenalgebra R = (R, +,-, —,0,1, ;.5 1),

(iii) und einer Abbildung : von R x B nach B, so
daf} fiir alle a,b € B und r, s € R gilt:

(a) r:(a+b)=1:a+r:b,

(b) (r+s):a=r:a+s:a,
(c) r:(s:a)=1(r;s):a,
(d) I:a=a,

(e) 0:a=0

(f) 7:—=(r:a) < —a.

Standardbeispiel

Die volle Boole’sche Algebra B mit der vollen Relationen-
algebra R iiber V und dem Urbild von B unter R,

R:B:={acV|3beV(R(ab)AB®D)},

dem sogenannten Peirce’schen Produkt.
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Definierbare Mengen und Relationen

In einem Boole’schen Modul sind folgende Mengen
und Relationen definierbar:

(i) Das Bild der Menge A unter der Relation R:

R“A:={beV|3acV(Ala) A R(a,b))} = R*: A

(ii) Die 1. und 2. Projektion der Relation R:

dom(R) = {ae€V |3FbeV R(ab}=R:1
ran(R) = {beV |dacV R(a,b)} = R“1

(iii) Das Feld der Relation R,

F(R) = {veV|dwe V(R w)V R(w,v))}
= dom(R) + ran(R)
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Peirce’sche Algebren

Eine Peirce’sche Algebra (Britz 1988) (B, R,:,€) ist
ein Boole’scher Modul mit einer Abbildung ¢ : B —
R, so daf} fiir alle a € B und r € R gilt:

Beispiel

Die volle Peirce’sche Algebra tiber der Menge V,
P(V):=(B,R,:°),

wobei (B, R, :) der volle Boole’sche Modul iiber V' ist
und

A= A XV fiir jedes A C V.
die Rechtszylindrifizierung von A.
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Die Rechtszylindrifizierung erfiillt die Axiome einer
Peirce’schen Algebra:

A:1 = (AxV):V=A

(R:1)° = (R:V)°
= (R:V)xV
= {acV |AeV R(ab}xV
= R;(VxV)
= R;l.

20



In einer Peirce’schen Algebra P(V') hat man

(i) das kartesische Produkt zweier Mengen:
Ax B = {(a,b)]|a€ Abe B}
= (AxV)Nn(V x B)

= AN (B
(ii) die Vorbeschrinkung einer Relation auf eine Men-
ge:
R1A = {(a,b)|ac A beV, R(a,b)}
= RN(AxV)
= RNA"

(iii) Die Beschrinkung der Identitit auf eine Menge,
In = {(a,a)|a€ A}
= [IN(AxYV)
= [INA°

Daraus folgt die Definierbarkeit vieler weiterer Men-
gen und Relationen, und Zusammenhédnge der Men-
genoperationen mit x, z.B.

Ax (BUC)=(AxB)U(Ax(C)

21



Testfunktionen

Aufgabe: Zeige, dafl man in P(V') die Tests

V. falls V = X,
UX) = {(D, sonst

V, falls X # 0,

sonst

aus X mit den Operationen der Peirce’schen Algebra
definieren kann.

Wir benutzen die Boole’schen Werte 1 = V und 0 = )
von P(V') nun als Wahrheitswerte wahr und falsch.
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Peirce’sche Grammatiken
(Suppes 1975-80, Bottner 1997)

Eine Peirce’sche Funktion ist eine mit den Operatio-
nen der Peirce’schen Algebra definierbare Funktion.

Eine Peirce’sche Grammatik (G, F,v) besteht aus

(i) einer kontextfreien Grammatik G = (X, N, P, S),

(ii) einer Denotationsfunktion F, die jeder Regel
A— Ay---A, € P eine n-stellige Peirce’sche
Funktion F4_4,..4, zuordnet, und

(iii) einer partiellen Belegung v : % — P(D) der
Terminale durch Elemente von P(D), der vollen
Peirce’schen Algebra iiber der Menge D.

Bei einer Boole’schen Grammatik (G, F,v) werden
statt P(D) die volle Boole’sche Algebra B(D) und

fiir die F'a_, 4,...4, nur Boole’sche Funktionen und die
Testtfunktionen U, N, E verwendet.

Wir schreiben f = Fu_, ,..a, als Grammatikregel mait
Auswertungsvorschrift

A(f(X1, . X)) — A(Xn) - An(X).
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Die Bedeutung eines Ausdrucks

Jedem Syntaxbaum t eines Ausdrucks w € X7 beziiglich
G wird eine Denotation [t], € P(D) zugeordnet:

(i) Ist t = -a, so ist [t], := v(a), fiir a € 3,

(ii)) Ist t = A(ty,...,t,) und A; die Wurzelmarke

von t;, so 1st

[[t]]v = FAﬁAl...An([[tl]]v, e o ey [[tn]]v).

Allgemeiner: F' darf zu einer n-fach verzweigenden
Regel A — A;--- A, € P eine k-stellige Funktion

Fa_n,..a, : P(D)* — P(D)
und £ < n ausgezeichnete Konstituentenpositionen
1< ...<1

unter {1,...,n} angeben. Dies sind die kategoremati-
schen Konstituenten, die einen Wert in P(D) haben:

[[t]]v = FAHAl---An([[til]]va e o ey [[tik]]v).

Die anderen, synkategorematischen Konstituenten (z.B.
Kopula) beeinflussen nur die Wahl von F4 . 4,...4

n*
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Beisp.(Boole) CA

Boole’sche Grammatik

klassifikatorisches Adjektiv,

CC := konjunktivische Koordination.
NP(XNY) — CA(X)-NP(Y) (1)
NP(XUZ) — NP(X)-CC-NP(Z) (2)

NP(X) — N(X) (3)

CC — und (4)

N(X) — Maénner | Frauen (5)
CA(X) — Européisch (6)
v(Frauen) = F, ---, wv(Europaisch) = E. (7)
NP(EN(MUF))
CA(E) (MUF)
Européische = NP (F)

Manner Frauen
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Semantisch korrekte Grammatiken

Eine Grammatik heif3t semantisch korrekt, wenn sie
eine Denotationsfunktion F' hat, die jeder Syntaxregel
eine Boole’sche (bzw. Peirce’sche) Funktion zuordnet.

Satz (Suppes 1976) Nicht jede kontextfreie Gramma-
tik ist korrekt fiir die Boole’sche Semantik.

Beweis: Sei G eine Grammatik mit u.a. den Regeln

S(e(X,Y)) — NP(X)- VP(Y) (8)
NP(f(X)) — UQ-N(X) (9)
NP(g9(X)) — EQ-N(X) (10)

Wir nehmen an, es gebe Boole’sche Terme ¢(X,Y),
f(X),g(X), die Bedeutungen bei Bewertungen v :
> — B in Boole’schen Algebren B berechnen.

Wihle B = B = ({0, 1}, max, min, Ax(1 — x),0, 1).
Dann laufen X, Y iiber 0, 1.
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Da U() den Allquantor meint, sind die erwarteten
Werte wegen ¢(f(X),Y) =1 < X <Y wie folgt:

p(f(0),0) = U(O+0) = 1
p(f(0),1) = UO+1) = 1
p(f(1),0) = U(1+0) = 0
p(f(1),1) = U(Q+1) = 1

Da E(@) der Existenzquantor ist, sind die erwarteten
Werte fiir p(g(X),Y) =1 < X -Y =1 wie folgt:

ealies e ey
i—li—lCDCD
l—\Ol—\O
N— e N N
_0 O O

(0-
(0-
(1-
(1-

Wegen o(f(0),0) # ©(f(1),0) ist f(0) # f(1).
Wegen o(f(0),0) # ¢(g(0),0) ist f(0) # g(0).
Wegen o(f(1),1) # ¢(g(0),1) ist f(1) # g(0).
(

Also miissen die drei Werte f(0), f(1), g(0) paarweise
verschieden sein. Das ist in B = {0, 1} aber unmoglich.

Also gibt es keine solchen Funktionen ¢, f, g. O
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Definierbare Relationen und Mengen

Fiir Relationen R, S und Mengen A, B definiert man:

Relatives Produkt R ;S
Oberes Bild S “A:=A;S
Peirce-Produkt R: B := R; B

=
N

Prog. Involution RS :=

Unteres Bild A® := A; S

= S«A:=S“A

RBE=R:B

Regr. Involution S := R: S
46.=A:8S

= (S, 4) =S5“A

Rp .= R,—E

Duale Operationen: z.B.

Rel. Summe R+ S =R

U

Mengendarstellung

{{a,c) | Fb(R(a,b) N S(b,c)}
{c|da(A(a) A S(a,c)}

{a | Ab(R(a,b) N B(b)}

{{a,c) | Vb(R(a,b) «— S(b,c))}
{c|Va(A(a) < S(a,c))}

{a | Vb(B(b) — R(a,b)}

{{a,c) | Vb(R(a,b) — S(b,c))}
{c|Va(A(a) — S(a,c))}

{a | Vb(R(a,b) — B(b))}

{{a,c) | Vb(R(ab) V S(b,c)}



Logische Folgerung

Sei G = (T,N,P,S) eine kontextfreie Grammatik
und F' eine Peirce’sche Denotationstunktion fiir G.
Seinen ¢ und 1 Ausdriicke der Kategorie .S mit den
Syntaxbdumen ¢, und 2.

Aus t, folgt logisch ty, kurz: ¢ = 1, falls fiir jede
Peirce’sche Algebra P und jede Belegung v : T' — P
der Terminale mit [t,]7 = 17 auch [t,]7 =17 gilt.

v

Beispiel Passiv- und Aktivform eines Satzes sind
nicht logisch dquivalent: ¢ (= 1 fiir

© = Fine Frau wird von keinem Mann geliebt
v = Kein Mann liebt eine Frau

S(E(F N KM)))
EQ/NP/F) VP(L": M)
| RN

Eine N(F) Cop PassPRL,": M)

Frau  wird P NQ NMW) TVpart(L)

von keinem Mann  geliebt
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Mann liebt eine N(F)

Frau

Wir zeigen ¢ = 1 durch eine Belegung v : T — P
mit [t,]” = 17 und [t,]7 = 0”.

v

Wéhle P =P(V) und v mit

v(Ménner) = M := {Max},
v(Frauen) = F' := {Eva, Sabine},
v(liebt) = L := {(Max, Sabine)}
Dann ist

[t )7 = E(FN(L": M))=E({Eva}) =V =17,

v

[t]? = N(MnN(L:F))=N({Max})=0=0".
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