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Boole'sche Algebra

Def: Eine Boole'sche Algebra a4 =(A, +, -, -, 0, 1) besteht aus
einer nicht-leeren Menge A (Vereinigung +, Durchschnitt -) mit:

* 4,-:AxA-> Asind assoziativ, kommutativ und
iIdempotent, d.h. fur alle a, b, c€A qilt:
a+(b+c) = (a+b)+c

a+b = b+a
a+a =a
a-(b-c) =(a-b)c
a-b=>b-a

a-a=a




Boole'sche Algebra

* +und - sind distributiv zueinander:
(@+b)-c=(@-c)+(b-c)
(@-b)+c=(a+c) - (b+c)

* 0, 1sind neutrale Elemente fur + bzw. -, d.h.

a+0 =a
a-1=a
* -: A-> Aist eine Komplementbildung, d.h.
a+-a=1

a--a =0




Boole'sche Algebra

Satz
+ Auf jeder B.A. Kann eine partielle Ordnung definiert

werden durch: a<b: <=>a+b =5
* In jeder Boole'schen Algera qilt fur alle a, b, c €A:
a <b genau dann, wenna =a - b
a-0=0,also0=a
a+1=1 alsoax<l
-(-a) =a
-0=1und-1=0
-(a+b) = -a - -b (de Morgan)
-(a - b) = -a + -b (de Morgan)




Boole'sche Algebra

+ Boole'sche Addition
AUB = {xeM| x€A oder xeB}
+ Boole'sche Multiplikation
ANB = {xeM| xeA und xeB}
+ Komplementbildung
-A = {XeM| xgA}




Boole'sche Algebra

+ Standardbeispiele:

+ Algebra der Wahrheitswerte
B =({0,1}, max, min, -, 0,1)
Mmit-1:=0und-0:=1
+ Potenzmengenalgebra einer Menge M
M= 2Mu,n, g, -, M)

mit -A :=M\A := {meM | mA}




Boole'sche Algebra

Anwendung der B.A. in der Computerlinguistik:

Operationen +, - und - entsprechen "oder", "und" und
"nicht"

"und'" und "oder" konnen Ausdrucke verschiedener
syntaktischer Arten verbinden (Verben, Nomina,
Adjektive, Nominalphrasen, Verbalphrasen, ...)

Komplementbildung: bei der Bildung von Adjektiven und
Nomina als Prafix ( ,,unschon”, ,Ungerechtigkeit”)



Boole'sche Algebra

* Bsp: Anwendungen von (a + b)-c =a-c + b-c
bzw. c-(a + b) =c-a + c-b:

Leo will ((Nudeln oder Reis) essen)
— Leo will ((Nudeln essen) oder (Reis essen))

— (Leo will Nudeln essen) oder (Leo will Reis essen)




Relationenalgebra

* Operationen auf Relationen

nicht-leere Grundmenge M, xeM und yeM

<X,y>€R2XxRy




Relationenalgebra

+ Def:
Eine Relationenalgebra . = (R, +, -, -, 0,1, ;, 5 1)

Ist eine Boole'sche Algebra (R, +, -, -, 0, 1) mit

drei weiteren Operationen ;, ¥ und |, sodals




Relationenalgebra

* fur aller, s, t€ R gelten:
ri(s;t) = (r;s)t
r:l =ILr
ro=r
(r+s);t = (r;t) + (s;t)
(r+s) =r"+s”
(r;s)u =s:r”
r:-(r:s)=-s, wobeir<s:<=>r+s=s




Relationenalgebra

* r heilst reflexiv, falls I <r
* r heilst transitiv, falls r;r<r
* r heilst symmetrisch, falls r<r

Eine Relation r ist eine (totale) Aquivalenz, falls r

(reflexiv,) transitiv und symmetrisch ist




Relationenalgebra

Satz
* In jeder Relationenalgebra qilt fur jedes r, s, ¢, u:
0=0,1"=1undl =1
r<s gdw. rx<sv
(r-s)=r-sund (-r)" = -(r")
r;0=0=0;rund 1;1 =1
r;(s+t) = (r;s) + (r;t)
wennr<ssoisttr<t¢;sundr;t<s;t
(r;s) -t =0qgdw. (r5t) -s=0qgdw. (¢;s)-r=0
(r;s) - (tu) < ((F52) - (s;u7))u

wenns:l =s,dannistr-s=(s-I):r




Relationenalgebra

* Vereinigung

RUS = {<X,y> | <x,y>€R oder <x,y>€S5}
* Durchschnitt
RNS = {<x,y> | <x,y><€R und <x,y>e€S}
+ Komplement

-R = {<x,y> | <x,y>¢€R}




Relationenalgebra

* Inverse
R™ = {<yx> | <x,y> €R}
+ |ldentitat
| = {<X,x> | xeM}
* relatives Produkt

R;S = {<x,y> | 3zeM <Xx,z>€R A<z,y>€S]}




¢

*

*

¢

Relationenalgebra

relatives Produkt ist assoziativ:
(R;S);T = R;(5;T)
Inversenbildung ist involutorisch:
(R")"=R
Inverse antidistributiv bezugl. r. P.
(R;S)" =S ;R
ldentitatsrelation ist ein Einselement:
R;| = R



Relationenalgebra

* Relatives Produkt und Inverse sind distributiv

bezuglich der Boole'schen Addition:
R;(SuT) = (R;S)u(R;T)
(RUS) =R US
R’; -(R;S)c-S




Relationenalgebra

* Anwendung in der Computerlinguistik:

+ Passivbildung von transitiven Verben durch
Inversenbildung

+ Bildung zusammengesetzter Relationsnomen




Relationenalgebra

+ Bsp: Passivbildung

wenn L = lobt, dann L™ = wird gelobt
X lobty = XLy

y wird gelobt von x = yL"x




Boole'sche Moduln

+ Ein Boole'scher Modul ¢ = (B, R, :)

besteht aus
- einer Boole'schen Algebra 3= (B, +, -, -, 0, 1)

- einer Relationenalgebra = (R, +,-,-,0,1,;, % 1)

- einer Abbildung ,,:* von ® x B nach B8




Boole'sche Moduln

fur allea, b€ B und r, s€ R qilt:

r:(a+b) =r:a + r:b
r:(s:a) = (r:s).a
(r+s):.a =r:a + s:a
I.a=a
O:a=0

r--(r:a)<a




Peirce'sche Algebra

Def: eine Peirce'sche Algebra uber der Menge V
P(V) = (B, R, :,°)
Ist ein Boole'scher Modul (38, g, :) uber V und
A°= A x V flir jedes ACV
die Rechtszylindrifizierung von A

fur alle a€eB und reR qilt:
C
a :1l=a
(r:1)°=r:1




Peirce'sche Algebra

Beweis

+ Die Rechtszylindrifizierung erfullt die Axiome einer
Peirce'schen Algebra:

A1 =AxV):V=A

(R:1)=(R: V)"
=(R:V)xV
= {acV| bV R(abd)} xV
=R:(VxV)
R:1




Peirce'sche Algebra

* Peirce'sche Multiplikation

R;S = {<X,y> | es gibt ein z, so dass xRz und zSy}
+ Konversion

R'= {<y,x> | xRy}




Peirce'sche Algebra

* Peirce'sche Addition

R}S = -(-R;-S)

* progressive Involution

R°= -(-R:S)

* regressive Involution

R8s = _(R: -5)



Peirce'sche Algebra

* Vorbereich

domR = {xX€M | es gibt ein y, so dass xRy}

* Nachbereich

ranR = domR = {yeM | 3x, so dass xRy}
+ Feld #(R)

F(R) = domRu ranR



Peirce'sche Algebra

+ Operationen auf Mengen und Relationen
* Vorbeschrankung

RIA=Rn(Ax M)
* Nachbeschrankung

RIA=Rn(MxA)




Peirce'sche Algebra

+ Bild einer Menge A unter einer Relation R
R"A = {yeM | 3%, xeA und xRy}

+ Gegenbild der Menge A unter R
R:A = {xeM| 3y, yeA und xRy}




Peirce'sche Algebra

Anwendung auf transitive Verben o. Relationsnomen

* TV, = hassen

s TV, = lieben

* RN; = Liebhaber
* RN, = Verehrer

Peirce'sche Multiplikation

R;S = {<Xx,y> | es gibt ein z, so dass xRz und zSy}



Peirce'sche Algebra

x(TV;;RN)y :xTV;t jemanden, der RN;von y ist
= x hasst jemanden, der Liebhaber von vy ist
x(TVy;TV,)y @ x TVit jemanden, der y TV,t
= x hasst jemanden, der vy liebt
X(TVl;TV;)y : x TVit jemanden, den y TV-t
= x hasst jemanden, den vy liebt
x(RNp;RNj)y: x ist RNy von jemandem, der RNivon y ist

=x ist ein Verehrer von jemandem, der ein Liebhaber von y

1St



+ Konversion
R = {<y,x> | xRy}

XTVluy -y TVlt X

vy hasst x(x wird von y gehasst)

xRN{y :yist RN;von x

y ist ein Liebhaber von x

Peirce'sche Algebra

xTV,y :y TVt x
= vy liebt x

xRN,y :yist RN,von x

= vy ist ein Verehrer von x



Peirce'sche Algebra

*+ progressive Involution

RS= -(-R:S) A vz (xRz A zgy)

XTViR ]\3@ . x TVit jeden RNjvon y

= x hasst jeden Liebhaber von y
xTV, ¥ : xTVitjeden, der y TVot

= x hasst jeden, der vy liebt
xRN, v : xist RN, von jedem, der y TV;t

— x 1st ein Verehrer von jedem, der y hasst




Peirce'sche Algebra

* regressive Involution
R —
S =-(R; -S) And Vz (xRz A zSy)

TV,
x RN;jy :xTVitnur RNjsvony

It hasst nur jeden Liebhaber von y
2

x TV, y :xist RNynur von jedem, der y TV,t
= x ist ein Verehrer nur von jedem, der vy liebt

TV
X ]TVZ y :xTVit nur jeden, der y TVt

= x hasst nur jeden, der vy liebt




Peirce'sche Algebra

Weitere Beispiele:
+ Relative Implikation
R+S:e (-RTS) & Vz(xRz - 2zSy)

X(TV1i7 TVo)y : wennxTVitz,dann TWtzy
= wen x hasst, der liebt y
x(TV;7 RNp)y : wenx TV;t, der ist ein RNjvon y

= wen x hasst, der ist ein Liebhaber von y




Peirce'sche Algebra

+ Relative Implikation
R S:e (Rt-S5) < Vz(xRz « zSy)

x(TV;5 TVo)y : wennz TVt y, dann TV it x z
= wer vy liebt, den hasst x
x(TVy5 RNpy : wenn z ein RN; von y ist, dann TV;t x z

= wer ein Liebhaber von y ist, den hasst x




*

elationale Sprachen

Montaguegrammatik: Einteilung der Inhaltsworter
In Kategorien

Relationale Sprachen: Alle Bedeutungen liegen auf
selber Stufe: sind entweder Mengen oder
Relationen uber einem zugrundegelegten
Individuenbereich.

+ Zusammensetzung von Bedeutung durch

Operationen
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