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Zweitstu�ge pr�a-logis
he Relationenund Repr�asentationsunabh�angigkeitHans Lei�Centrum f�ur Informations- und Spra
hverarbeitungUniversit�at M�un
hen, Oettingenstr. 67, D-80538 M�un
henleiss�
is.uni-muen
hen.deZusammenfassung Wir erweitern den von F. Honsell und D. Sannellaeingef�uhrten Begri� einer pr�a-logis
hen Relation zwis
hen Modellen deseinfa
h getypten Lambda-Kalk�uls auf Modelle des zweitstu�gen Lambda-Kalk�uls. Mit pr�a-logis
hen Relationen lassen si
h f�ur Umgebungsmodel-le des zweitstu�gen Lambda-Kalk�uls die De�nierbarkeit von Elementenund die Beoba
htungsglei
hheit einfa
her 
harakterisieren als mit logi-s
hen Relationen auf Erweiterungen der Modelle.Au�erdem 
harakterisieren wir die Repr�asentationsunabh�angigkeit ab-strakter Datentypen und -konstruktoren dur
h die Existenz einer pr�a-logis
hen Relation zwis
hen den repr�asentierenden Implementationen.Das verallgemeinert Ergebnisse von J.C. Mit
hell auf Spra
hen und ab-strakte Datentypen mit h�oherstu�gen Konstanten.1 Einleitung\Logis
he" Relationen zwis
hen Termen oder Elementen von Modellen des ein-fa
h getypten �-Kalk�uls erlauben es, induktiv �uber den Typaufbau syntakti-s
he Eigens
haften wie die (starke) Normalisierung oder den Chur
h-Rosser-Satz(W. Tait[Tai67℄, R. Statman [Sta85℄) und semantis
he Eigens
haften wie die �-De�nierbarkeit von Elementen (G. Plotkin [Plo80℄, R. Statman [Sta85℄) oder dieBeoba
htungsglei
hheit von Modellen (J. Mit
hell [Mit91℄) zu beweisen.Im erststu�gen, d.h. einfa
h getypten �-Kalk�ul wird eine logis
he Relation R =fR� j � 2 Typg dur
h(f; g) 2 R(�!�) () 8a; b : � ((a; b) 2 R� ! (f � a; g � b) 2 R�) (1)induktiv �uber den Typaufbau aus Relationen R� auf den Grundtypen � erzeugt.Im zweitstu�gen �-Kalk�ul erlaubt der Berei
h der (semantis
hen) Typen kei-nen induktiven Aufbau mehr; trotzdem lassen si
h wesentli
he Ergebnisse deserststu�gen Falls wie die Charakterisierung der �-De�nierbarkeit und der Beob-a
htungsglei
hheit �ubertragen (vgl. J. Mit
hell [MM85℄,[Mit86℄). Der zweitstu-�ge Kalk�ul dient hier als Modell von Programmierspra
hen mit polymorphenFunktionen und abstrakten Datentypen.



2Logis
he Relationen haben s
hon beim einfa
h getypten �-Kalk�ul einige st�orendeEigens
haften, z.B. sind sie ni
ht unter Komposition abges
hlossen und erlaubeneine Charakterisierung der Beoba
htungsglei
hheit nur f�ur Spra
hen ohne h�oher-stu�ge Konstanten. In j�ungster Zeit wurde daher von vers
hiedenen Autoren(vgl. [HS99℄, [PPST00℄, [PR00℄) vorges
hlagen, allgemeinere pr�a-logis
hen Rela-tionen zu verwenden, bei denen man in (1) die Ri
htung( auf (mit korreliertenParametern) �-de�nierbare Funktionen eins
hr�ankt. F.Honsell und D. Sannella[HS99℄ geben vers
hiedene Charakterisierungen und Anwendungen pr�a-logis
herRelationen, die die Stabilit�at und N�utzli
hkeit des Begri�s demonstrieren.Wir setzen hier diesen Weg fort und verallgemeinern die logis
hen Relationen deszweitstu�gen �-Kalk�uls dur
h analoge Abs
hw�a
hung der Bedingung an R8�� .Wie im erststu�gen Fall lassen si
h dann die �-de�nierbaren Elemente einesModells einfa
h als Dur
hs
hnitt aller pr�a-logis
hen Pr�adikate auf dem Modellbes
hreiben. Daraus ergibt si
h eine Darstellung der Beoba
htungs�aquivalenzdur
h pr�a-logis
he Relationen.Unser Hauptinteresse gilt aber der �Aquivalenz vers
hiedener Implementierungeneines abstrakten Datentyps � und seiner zugeh�origen Operationen 
 : �(�). ZweiRepr�asentationen (�i; ti : �[�i=�℄) von (�; 
 : �) in einem Modell A sind �aquiva-lent, wenn geeignet de�nierte Expansionen A(�i; ti) von A bez�ugli
h der Spra
heohne � und 
 beoba
htungsglei
h sind. F�ur Spra
hen ohne h�oherstu�ge Konstan-ten hat J. C. Mit
hell[Mit86,Mit91℄ diese �Aquivalenz dur
h die Existenz einergeeigneten logis
hen Relation zwis
hen den Expansionen 
harakterisiert. Pro-grammierspra
hen wie Standard ML [MTHM97℄ erlauben aber ni
ht nur h�oher-stu�ge Konstante, sondern au
h abstrakte Datentypkonstruktoren. (Da diese -anders als abstrakte Datentypen [MP85℄- si
h ni
ht dur
h 9-Typen modellierenlassen, bes
hr�anken wir uns auf den zweitstu�gen Kalk�ul mit 8-Typen.) Wirfassen Implementierungen abstrakter Datentypkonstruktoren als Expansionender Artenstruktur eines Modells des zweitstu�gen �-Kalk�uls auf. Die Repr�asen-tationsunabh�angigkeit f�ur abstrakte Datentypkonstruktoren l�a�t si
h dann alsExistenz einer zweitstu�gen pr�a-logis
hen Relation zwis
hen den Repr�asentatio-nen 
harakterisieren, au
h f�ur Spra
hen mit h�oherstu�gen Konstanten.Die Arbeit ist wie folgt gegliedert: In Abs
hnitt 2 werden logis
he und pr�a-logis
he Relationen de�niert und in 2.1 an die Charakterisierung der de�nier-baren Elemente eines Modells und die Beoba
htungsglei
hheit zweier Modelledur
h pr�a-logis
he Relationen erinnert. In Abs
hnitt 2.2 bes
hreiben wir die De-klaration abstrakter Datentypen als Expansion von Modellen dur
h de�nierbareTypen und Elemente und 
harakterisieren die Beoba
htungsglei
hheit zweierRepr�asentationen dur
h die Existenz einer korrelierenden pr�a-logis
hen Relationzwis
hen ihnen.Abs
hnitt 3 bes
hreibt Syntax und Semantik des zweitstu�gen �-Kalk�uls. Ab-s
hnitt 4 de�niert zweitstu�ge pr�a-logis
he Relationen und gibt eine Charakte-risierung der de�nierbaren Elemente sowie der Beoba
htungsglei
hheit zweitstu-�ger Modelle dur
h pr�a-logis
he Relationen. Abs
hnitt 4.3 behandelt abstrakteTypkonstruktoren und polymorphe Konstanten und pr�asentiert ein Kriteriumf�ur die Beoba
htungsglei
hheit zweier Repr�asentationen. Abs
hnitt 5 nennt ei-



3nige m�ogli
he Weiterentwi
klungen und potentielle Anwendungen zweitstu�gerpr�a-logis
her Relationen.2 Pr�a-logis
he Relationen f�ur den erststu�gen �-Kalk�ulSei T die Menge der einfa
hen Typen �; � ::= � j (� ! �) �uber einer Menge Bvon Basistypen �. Wir s
hreiben � ` t : � f�ur einen im Kontext � : Var ! Tmit den �ubli
hen Regeln typisierbaren Term, und �!C f�ur die Menge der getypten�-Terme �uber einer Menge C von getypten Konstanten, 
 : �.De�nition 2.1. Ein (extensionales) Modell A = (A;�!; 	!; CA) des einfa
hgetypten �-Kalk�uls �!C besteht aus einer Familie A = hA�i�2T von Mengen,einer Interpretation CA(
) 2 A� der Konstanten 
 : � 2 C, und Familienh�!�;� i�;�2T und h	!�;� i�;�2T von Abbildungen�!�;� : A(�!�) ! (A� ! A� ) und 	!�;� : (A� ! A� )! A(�!�);wobei (A� ! A� ) � fh j h : A� ! A�g alle de�nierbaren Funktionen enthalten,so da� �!�;� Æ 	!�;� = Id (A�!A� ) (und 	!�;� Æ �!�;� = IdA(�!�)) f�ur alle �; � 2 T .Eine Belegung � �uber A erf�ullt den Kontext � , kurz � : � ! A, wenn �(x) 2 A�f�ur alle x : � in � . Man interpretiert getypte Terme in A unter � : � ! A �uber[[� . (r � s)℄℄� := ��;� ([[� . r : (� ! �)℄℄�)([[� . s : �℄℄�);[[� . �xt : (� ! �)℄℄� := 	�;� (�a 2 A� :[[�; x : � . t : � ℄℄�[a=x℄):Wir s
hreiben [[t℄℄� statt [[� . t : � ℄℄�, wenn � und � aus dem Kontext klar sind.De�nition 2.2. Ein Pr�adikat R � A auf A ist eine Familie R = fR� j � 2 Tgmit R� � A� f�ur jedes � 2 T . Eine Belegung � : � ! A �uber A respektiert R,kurz: � : � ! R, wenn �(x) 2 R� f�ur jedes x : � 2 � . Ein Pr�adikat R � Ahei�t pr�a-logis
h, wenn [[� . t : � ℄℄� 2 R�f�ur jeden Term � . t : � und jede Belegungen � : � ! R. Eine pr�a-logis
heRelation zwis
hen A und B ist ein pr�a-logis
hes Pr�adikat auf A�B.Die hier als De�nition benutzte Eigens
haft nennen Honsell und Sannella dasBasislemma f�ur pr�a-logis
he Relationen. Zur De�nition nehmen sie die folgendenEigens
haften:Lemma 2.3. (De�nition 3.2 of [HS99℄) Ein Pr�adikat R � A ist genau dannpr�a-logis
h, wenn1. R ist algebrais
h, d.h. f�ur alle �; � 2 T und 
 : � 2 C ist 
A 2 R� undR(�!�) � ff 2 A(�!�) j f �R� � R�g;



42. F�ur jeden Term �; x : � ` t : � und jede Belegung � : � ! R gilt:8a 2 R� [[�; x : � . t : � ℄℄�[a=x℄ 2 R� ) [[� . �xt : (� ! �)℄℄� 2 R(�!�):Die De�nition l�a�t si
h in naheliegender Weise auf Erweiterungen von T um z.B.kartesis
hes Produkt (� � �) und disjunkte Vereinigung (� + �) ausdehnen.Das Basislemma f�ur logis
he Relationen (Fundamentalsatz, [Sta85℄) besagt, da�jede logis
he Relation pr�a-logis
h ist.2.1 De�nierbarkeit und Beoba
htungsglei
hheitDe�nition 2.4. Ein Element a eines Modells A von �!C hei�t �!C -de�nierbarvom Typ � , wenn a = [[t℄℄A f�ur einen ges
hlossenen �!C -Term ` t : � . SeiDef A� := f[[t℄℄A j . t : � ; t 2 �!C g � A�und Def A = fDef A� j � 2 Tg die Familie der de�nierbaren Elemente von A.Bea
hte, da� Def A� � R� f�ur jedes pr�a-logis
he Pr�adikat R � A.Lemma 2.5. Sei A ein Modell von �!C und C � A ein Pr�adikat auf A. Danngibt es ein kleinstes pr�a-logis
hes Pr�adikat R � A mit C � R.Def A ist i.a. kein logis
hes Pr�adikat, da normalerweise (Def� ! Def� ) 6� Def�!� .Statman [Sta85℄ hat Def A als Dur
hs
hnitt aller logis
hen Pr�adikate auf einerErweiterung A� � A von A um unendli
h viele Unbestimmte jeden Typs 
ha-rakterisiert. Aber Def A ist ein pr�a-logis
hes Pr�adikat (Example 3.6 in [HS99℄):Satz 2.6 Sei A ein Modell von �!C . Das Element a 2 A ist genau dann de�-nierbar vom Typ � , wenn a 2 R� f�ur jedes pr�a-logis
he Pr�adikat R auf A.Wir betra
hten {wie Mit
hell{ folgende Version der Beoba
htungsglei
hheit:De�nition 2.7. Sei BT � T eine Menge von Beoba
htungstypen und A;Bzwei Modelle von �!C mit A� = B� f�ur alle � 2 BT . A und B hei�en beoba
h-tungs�aquivalent, kurz A �BT B, falls [[t℄℄A = [[t℄℄B f�ur alle . t : � mit � 2 BT .Honsell und Sannella[HS99℄ verwenden eine etwas andere Version, die Ununter-s
heidbarkeit dur
h ges
hlossene Glei
hungen zwis
hen Termen mit BT -Typen.Satz 2.8 Es gilt A �BT B genau dann, wenn es eine pr�a-logis
he Relation Rzwis
hen A und B gibt, so da� f�ur jeden Beoba
htungstyp � 2 BTR� \ (Def A� �Def B� ) � IdA� = IdB� :



5Beweis: ): Na
h 2.6 ist Def A�B eine pr�a-logis
he Relation zwis
hen A undB. Wegen A �BT B ist Def A�B� � IdA� = IdB� f�ur jedes � 2 BT .(: Da R pr�a-logis
h ist, gilt [[t℄℄A R� [[t℄℄B, also [[t℄℄A = [[t℄℄B f�ur t : � 2 BT . 2Mit logis
hen Relationen gilt ) nur, wenn C keine h�oherstu�gen Konstantenhat (vgl. Example 8.3 in [HS99℄):Beispiel 2.9 Sei N die volle Typhierar
hie �uber IN mit 0N = 0; 1N = 1. Seif : (nat! nat)! nat eine Konstante, und Ni die Expansion von N um fi,f1(g) := 0 f�ur alle g; f2(g) := n 0; falls g bere
henbar,1 sonst.Dann ist N1 �nat N2, da bei der Auswertung ges
hlossener Terme nur bere
hen-bare Funktionen benutzt werden. Ist R � N1�N2 logis
h, so ist (g; g) 2 Rnat!natf�ur jedes g. F�ur ni
ht-bere
henbares g ist daher au
h (0; 1) = (f1g; f2g) 2 Rnat.Also gilt die Bedingung aus 2.8 ni
ht.2.2 Abstrakte Datentypen und Repr�asentationsunabh�angigkeitDur
h die Deklaration eines abstrakten Datentyps,(abstype (�; x : �) with x : � . e1 = e2 : � is (�; t : �[�=�℄) in s); (2)werden ein \neuer" Typ � und ein \neues" Objekt x : �(�) mit \de�nierender"Eigens
haft e1 = e2 erkl�art, die im Anwendungsterm s dur
h den Typ � undden Term t interpretiert werden, wobei � im Typ von s ni
ht vorkomme. Bei derAuswertung von (2) in einem Modell A von �!C wird � dur
h A� und x dur
hden Wert von t : �[�=�℄ interpretiert, und s in der so gegebenen Expansion vonA ausgewertet.Der Datentyp (�; x : �) ist abstrakt in s, wenn der Wert von s von der ver-wendeten Darstellung (�; t) unabh�angig ist; d.h. wenn f�ur je zwei Darstellungen(�i; ti : �[�i=�℄), i = 1; 2, die die Glei
hung x : � . e1 = e2 : � erf�ullen, gilt:[[s℄℄A(�1;t1) = [[s℄℄A(�2;t2): (3)Um die Glei
hung e1 = e2 in einer Expansion A(�i; ti) zu erf�ullen, wird dieGlei
hheit auf dem Typ � normalerweise ni
ht dur
h die Glei
hheit auf A�iinterpretiert, sondern dur
h eine geeignete partielle �Aquivalenzrelation auf A�i :[[(abstype (�; x0 : �0) with x0 : �0 . e1 = e2 : � is (�0; t : �0[�0=�℄) in s)℄℄A�:= 8>>><>>>: (let A+ = A(�0; [[t℄℄A�) in [[s℄℄A+�); falls es eine pr�a-logis
hepartielle �Aquivalenzrelation E � A+�A+ gibt mit([[e1℄℄�A+ ; [[e2℄℄�A+) 2 E� und E� = IdA� f�ur � 2 T ;error; sonst: (4)



6Man bea
hte, da� im ersten Fall eine kleinste sol
he Relation E existiert, undda� A kanonis
h in A+=E j= e1 = e2 eingebettet ist. Da E pr�a-logis
h ist, giltE�0(x0; x0) in A+, und die dur
h t eingef�uhrten Operationen geh�oren zu A+=E .Da aber � im Typ von s ni
ht vorkommt, sind die Werte von s in A+ und inA+=E dieselben, falls die Glei
hheit auf � in s ni
ht benutzt wird, so da� esunn�otig ist, A+=E tats�a
hli
h zu konstruieren.De�nition 2.10. Sei T+ die Menge der aus den Basistypen von T mit einemneuen Basistyp � aufgebauten Typen, �0 2 T+ und C+ = C; x0 : �0. Sei �0 2 T ,a 2 A�0 [�0=�℄ und A(�0; a) = A+ := (A+; �+; 	+; (C+)A+) gegeben dur
h:A+� := A�[�0=�℄; (�+)!�;� := �!�[�0=�℄;� [�0=�℄;(C+)A+(
) = �CA(
); 
 : � 2 C,a; 
 : � � x0 : �0, (	+)!�;� := 	!�[�0=�℄;� [�0=�℄:Das Modell A+ von �!C+ hei�e die dur
h (�0; a) de�nierte Expansion von A.Von nun an konzentrieren wir uns auf die �Aquivlenz zweier Repr�asentationenund ignorieren die Eins
hr�ankung auf Expansionen, die die Spezi�kation e1 =e2 erf�ullen. Zwei Expansionen A(�1; t1) und A(�2; t2) von A sind �aquivalenteRepr�asentationen des abstrakten Typs (�; x : �), wenn (3) f�ur alle Terme s gilt,in deren Typ � ni
ht vorkommt, d.h. wenn A(�1; t1) �T A(�2; t2) gilt.Wir k�onnen also die �Aquivenz zweier Repr�asentationen von (�; x : �) als Be-oba
htungsglei
hheit A(�1; t1) �T A(�2; t2) ansehen. Sie wird nun dur
h dieExistenz einer geeigneten pr�a-logis
hen Relation zwis
hen den Expansionen 
ha-rakterisiert. Damit au
h ges
ha
htelte Deklarationen abstrakter Datentypen er-fa�t sind, gehen wir dabei ni
ht mehr vom glei
hen Modell A aus, sondern vonzwei s
hon korrellierten Modellen ARB:Satz 2.11 Seien A und B dur
h eine pr�a-logis
he Relation R korreliert, undseien A+ und B+ de�nierbare Expansionen von A und B zu Modellen von �!C+ .Dann sind folgende Aussagen �aquivalent:(i) F�ur jeden ges
hlossenen �!C+-Term t : � mit � 2 T ist [[t℄℄A+ R� [[t℄℄B+ .(ii) Es gibt eine pr�a-logis
he Relation R+ mit A+R+ B+ und R+� = R� f�ur� 2 T .Beweis: Zur Vereinfa
hung der S
hreibweise betra
hten wir den einstelligenFall, d.h. pr�a-logis
he Pr�adikateR � A undR+ � A+. (ii)) (i) ist o�ensi
htli
h.(i) ) (ii): F�ur � 2 T+ seiDef +� = f[[t℄℄A+ j t 2 �!C+ ; ` t : �g und C� := �R� ; � 2 T ,Def +� ; sonst.Na
h Voraussetzung ist Def +� � R� f�ur jedes � 2 T . Jedes logis
he Pr�adikat R+auf A+ wie in (ii) erf�ullt insbesondere die BedingungenX� � C� [[fX(�!�) �X� j � 2 T+g; � 2 T+: (5)



7Sei R+ = fR+� j � 2 T+g die kleinste L�osung des Systems (5) in A+. Dies istein pr�a-logis
hes Pr�adikat auf A+: ist � : � ! R+ eine Belegung, und � ` t : �ein �!C+-Term, etwa � = fx : �g, so ist mit a = �(x) 2 R+�[[� . t : � ℄℄� = [[ . �x : �:t : � ! � ℄℄ � a 2 Def +�!� � R+� � R+�!� �R+� � R+� :Man �uberlegt si
h lei
ht, da� f�ur jedes � 2 T+R+� =[fDef +�1!:::!�n!� � R�1 � � �R�n j n 2 IN ; �1; : : : �n 2 Tg:Da f�ur �; � 2 T na
h (i) Def +�!� � R�!� und damit Def +�!� � R� � R� gilt,folgt R+� � R� . Daher ist au
h R+� = R� f�ur � 2 T . 2Der Satz gilt nat�urli
h ebenso f�ur Erweiterungen von �!C um Typkonstrukto-ren, die monoton in ihren Argumenttypen sind, wenn man den Begri� des pr�a-logis
hen Pr�adikates entspre
hend anpa�t. Wir betra
hten drei F�alle:1. Kartesis
he Produkte � � � : Die Spra
he von �!;�C enthalte Konstanten�i : �1 � �2 ! �i und h�; �i : �1 ! �2 ! �1 � �2 mit den Reduktionsregeln�iht1; t2i !� ti; f�ur i = 1; 2.Ein pr�a-logis
hes Pr�adikat R auf einem Modell A von �!;�C enth�alt dieInterpretation dieser Konstanten, erf�ullt also f�ur i = 1; 28a 2 R�1��2 �i � a 2 R�i und 8a1 2 R�18a2 2 R�2 ha1; a2i 2 R�1��2 :(Daraus folgt aber ni
ht, da� �Ai 2 R�1��2!�i und h�; �iA 2 R�1!�2!�1��2 .)2. Disjunkte Vereinigungen (�+ �): Die Spra
he von �!;+C enthalte Konstanteinj i : �i ! (�1 + �2) und 
ase : (�1 + �2)! (�1 ! �)! (�2 ! �)! �mit den Reduktionsregeln(
ase (inj i s) then s1 else s2) !
ase si s f�ur i = 1; 2:Ein pr�alogis
hes Pr�adikatR auf einem Modell A von �!;+C erf�ullt f�ur i = 1; 2die Bedingungen8a 2 R�i inj ia 2 R�1+�2 und8a 2 R�1+�28f1 2 R�1!� 8f2 2 R�2!� (
ase a then f1 else f2) 2 R�:3. Homogene Listen ��: Die Spra
he von �!;�C enthalte Konstante nil : ��; 
ons :� ! �� ! ��; hd : �� ! �; tl : �� ! �� mit den Reduktionsregelnhd(
onsst)!hd s; tl(
onsst)!
ons t:Ein pr�a-logis
hes Pr�adikat R auf einem Modell von �!;�C erf�ulltnil 2 R�� und 8a 2 R� 8b 2 R�� 
onsab 2 R�� ; hd b 2 R�� ; tl b 2 R�� :



82.3 Ein Kriterium f�ur Repr�asentationsunabh�angigkeitWir verglei
hen Satz 2.11 mit einem s
hw�a
heren Satz von Mit
hell. Eine Kon-stante 
 : � 2 C+ ist erststu�g in �, wenn st�(�) � 1, wobei st�(�) = 0 falls� =2 frei(�) oder � � �, und st�(�! �) = maxfst�(�) + 1; st�(�)g sonst.Satz 2.12 (
f. [Mit91℄, Cor.1) Seien A und B dur
h eine logis
he Relation Rkorreliert, und seien A+ und B+ de�nierbare Expansionen von A und B zuModellen von �!C+ . Dann gilt (ii) ) (i), und wenn alle Konstanten von C+erststu�g in � sind1, au
h (i) ) (ii).(i) F�ur jeden ges
hlossenen �!C+-Term t : � mit � 2 T ist [[t℄℄A+ R� [[t℄℄B+ .(ii) Es gibt eine logis
he Relation R+ mit A+R+ B+ und R+� = R� f�ur alle� 2 T .Beweis: Wir s
hreiben wieder einstellige Pr�adikate statt Relationen.(ii) ) (i): Mit Hilfe des Fundamentallemmas f�ur logis
he Relationen.(i) ) (ii): Sei X = fX1� j �g die kleinste L�osung des Systems (5). Na
h Satz2.11 ist X1� = R� f�ur � 2 T . De�niere R+ dur
hR+� := �X1� ; � 2 T+ ein Basistyp,(R+� ! R+� ); � � (�! �),wobei (R+� ! R+� ) := ff 2 A+(�!�) j f �R+� � R+� g. Die Relation R+ ist logis
h,wenn 
 2 R+� f�ur jedes 
 : � 2 C+. Da 
 2 C� � X1� ist, gen�ugt dazu X1� � R+�f�ur alle � mit st�(�) � 1. F�ur st�(�) = 0 ist X1� = R+� und falls � 2 T , au
hR+� = R� : F�ur Grundtypen � 2 T ist R+� = X1� = R� , und f�ur (� ! �) 2 Tist induktiv au
h R+(�!�) = (R+� ! R+� ) = (R� ! R�) = R(�!�) = X1(�!�).Au�erdem ist X1� = R+� . F�ur st�(�) = 1 ist � � (� ! �) mit st�(�) = 0 undst�(�) � 1, so da� na
h (5) und InduktionX1(�!�) � X1� ! X1� = R+� ! X1� � R+� ! R+� = R+(�!�):Also ist R+ ein logis
hes Pr�adikat auf A+, das R wie gew�uns
ht fortsetzt. 2Das folgende Lemma liefert in (i) ein `lokales' Kriterium, um die Beoba
htungs-glei
hheit zweier Implementierungen eines abstrakten Datentyps na
hzuweisen:Lemma 2.13. (vgl. Lemma 4 in [Mit86℄) Seien A und B dur
h eine logis
heRelation R korreliert, und seien A+ und B+ de�nierbare Expansionen von Aund B zu Modellen von �!C+ . Dann sind (ii) und (i) �aquivalent:(i) Es gibt eine Relation R+� � A+� � B+� , so da� 
A+R+� 
B+ f�ur jedes 
 : � 2C+ n C, wobei R+� := R� f�ur � 2 T und R+(�!�) = (R+� ! R+� ).1 Mit
hell verlangt, da� alle Konstanten von C+ sogar erststu�g sind.



9(ii) Es gibt eine logis
he Relation R+ mit A+R+ B+ und R+� = R� f�ur alle� 2 T .Beispiel 2.14 Eine (endli
he) A-Multimenge ist der Graph einer endli
henFunktion f : A! IN+ von A in die positiven ganzen Zahlen. Wir wollen einenTyp2 der Multimengen in SML mit z.T. h�oherstu�gen Operationen de�nieren:signature BAG =sigtype 'a bagval empty : 'a bagval member : ''a -> ''a bag -> intval insert : ''a * int -> ''a bag -> ''a bagval map : ('a -> ''b) -> 'a bag -> ''b bagval union : ('a -> ''b bag) -> 'a bag -> ''b bagendEin A-bag B repr�asentiert die Multimenge f(a; n) j member a B = n > 0; a 2 Ag.Betra
hte folgende Implementierungen von Multimengen dur
h Listen:stru
ture Bag1 :> BAG =stru
ttype 'a bag = 'a listval empty = [℄fun member a [℄ = 0| member a (b::B) = if a=b then 1 + (member a B)else (member a B)fun insert (a,m) B = if m > 0 then a::(insert (a,m-1) B) else Bfun map f [℄ = [℄| map f (b::B) = (f b)::(map f B)fun union f [℄ = [℄| union f (b::B) = (f b) � (union f B)endDie Implementierung Bag1 liefert die gew�uns
hten Antworten; platzsparender istes, wenn man si
h die Vielfa
hheiten bei den Elementen merkt:stru
ture Bag2 :> BAG =stru
ttype 'a bag = ('a * int) listval empty = [℄fun member a [℄ = 0| member a ((b,n)::B) = if a=b then n else (member a B)fun insert (a,m) [℄ = [(a,m)℄| insert (a,m) ((b,n)::B) = if a=b then (b,n+m)::Belse (b,n)::(insert (a,m) B)fun map f [℄ = [℄2 Man nehme hier an, � = � sei ein fester Typ von T . In SML wird ein Typkonstruktorbag : T ) T einf�uhrt, da 'a und ''b Typvariable sind. Dazu siehe Abs
hnitt 4.3.



10 | map f ((b,n)::B) = let val 
 = f bval C = map f Bininsert (
,n) Cendfun union f [℄ = [℄| union f ((b,n)::B) = let fun addAll [℄ C = C| addAll ((a,m)::A) C= addAll A (insert (a,n*m) C)inaddAll (f b) (union f B)endendSeien A+1 := A(Bag1) und A+2 := A(Bag2) Expansionen des zu Grunde lie-genden Modells A. Die Beoba
htungsglei
hheit von A+1 und A+2 bez�ugli
h derbag-freien Typen T folgt aus Satz 2.12, (ii) ) (i), und Korollar 2.13, wenn maneine geeignete Relation R+� bag (und R = IdA) zu einer logis
hen Relation R+fortsetzen kann, die die neuen Konstanten korreliert. F�ur Elemente B1 : �� undB2 : (� � int)� gelte (B1; B2) 2 R+(� bag) genau dann, wenn(i) B1 und B2 dieselbe Multimenge repr�asentieren,(ii) B2 keine Paare (a; n) mit n � 0 und zu jedem a h�o
hstens ein (a; n) enth�alt.Da R+� bag nur die gew�uns
hten Repr�asentanten derselben Multimengen korre-liert, sind die Interpretationen von empty,member,insert,map,union dur
hR+ korreliert, obwohl z.B. der Typ von union zweitstu�g in � bag ist. WegenR+(�!� bag)!� bag!� bag = ((R� ! R+� bag)! (R+� bag ! R+� bag))mu� man nur zeigen, da� f�ur jedes f 2 (R� ! R+� bag) und B 2 R+� bag au
hunion � f � B 2 R+� bag ist. Dur
h (ii) werden unerw�uns
hte Repr�asentanten vonMultimengen ausges
hlossen, was die De�nitionen der Operationen vereinfa
ht.Dies entspri
ht der partiellen �Aquivalenzrelation E aus (4).Wenn R nur eine pr�a-logis
he Relation ist, si
hert die Bedingung (i) aus 2.13aber ni
ht die Existenz einer pr�a-logis
hen Relation wie in (ii): dazu brau
htman na
h Theorem 2.11 n�amli
h Def +�!� � R�!� f�ur (� ! �) 2 T . Aber f�urf 2 (R� ! R� ) n R(�!�) und f = 
2 Æ 
1 mit Konstanten 
1 : � ! � und
2 : �! � f�ur � =2 T gilt das ni
ht.Obwohl also pr�a-logis
he Relationen eine Charakterisierung der Beoba
htungs-glei
hheit au
h f�ur Spra
hen mit h�oherstu�gen Konstanten erlauben, s
heint einNa
hweisen der Beoba
htungs�aquivalenz mit ihnen s
hwieriger: anstatt nur dielokale Bedingung (i) von 2.13 zeigen zu m�ussen, mu� man au
h alle neuen Termevon altem Typ betra
hten, was auf einen direkten Na
hweis der Beoba
htungs-glei
hheit hinauszulaufen s
heint.



113 Der zweitstu�ge �-Kalk�ul, �!;8CWir betra
hten nun De�nierbarkeit und Beoba
htungs�aquivalenz f�ur den zweit-stu�gen �-Kalk�ul �!;8C . Die Charakterisierung dur
h pr�a-logis
he Relationen isthier aufwendiger als bei �!C , da diese si
h ni
ht mehr dur
h Induktion �uber denAufbau der Typausdr�u
ke de�nieren lassen.3.1 Konstruktoren und Terme von �!;8CAllgemeiner lassen wir nun Ausdr�u
ke zu, mit denen man Typen bere
hnen kann.Die Klassi�zierung C der Konstanten wird in zwei Komponenten aufgespalten,C = (CArt ; CTyp). Neben !;8 k�onnen dadur
h weitere Typkonstruktoren alsKonstante vorgeben werden.Wir de�nieren zuerst eine Oberklasse von Ausdr�u
ken, aus denen die eigentli
henTypen und Terme relativ zu einem Kontext ausgesondert werden.De�nition 3.1. Die Arten � von �!;8C sind dur
h � := T j (� ) �) ge-geben. Die Klassi�kation C der Konstanten wird in zwei Komponenten, C =(CArt ; CTyp), aufgespalten. Dur
h CArt , einer Menge von Annahmen der Form
 : �, wird jeder Konstrukturkonstanten 
 eindeutig eine Art � zugeordnet. Ins-besondere enthalte CArt die Typkonstruktoren! : T ) (T ) T ) und 8 : (T ) T )) T:Ein Konstruktor der Art � ist eine mit folgenden Regeln von �)CArt herleitbareSequenz � . � : �, wobei � ein Kontext von Artannahmen f�ur Konstruktorva-riable ist:(Mon) � . � : ��; � : �0 . � : �; � 62 dom(�)(Const) � . 
 : �; f�ur 
 : � 2 CArt (Var) �; � : � . � : �() E) � . � : (�1 ) �2); � . � : �1� . (� � �) : �2 () I) �; � : �1 . � : �2� . ��:� : (�1 ) �2) :F�ur �)CArt nehmen wir eine Reduktionsrelation ; an, die die �; �; �-Reduktionumfa�t und die Subjekterhaltungseigens
haft erf�ullt, d.h. wenn � ` � : � und�; �, so ist � ` � : �.(=1) � . � : � �; �� . � = � : � (=2) � . � : � �; �� . � = � : �Ein Typ � . � : T ist eine Konstruktor der Art T . Wir benutzen �; � f�ur Typenund s
hreiben (� ! �) und 8�� usw. Dur
h CTyp , einer Menge von Annahmen



12der Form 
 : �, wird jeder Individuenkonstanten 
 eindeutig ein ges
hlossenerKonstruktor � der Art T zugeordnet.Ein getypter Term ist eine Sequenz � ; � . t : � , die mit folgenden Regeln3 her-leitbar ist, wobei � ein Kontext von Artannahmen f�ur Konstruktorvariable und� ein Kontext von Typannahmen f�ur Individuenvariable ist:(mon) � ; � . t : � � . � : T� ; �; x : � . t : � ; x =2 dom(� )(
onst) . � : T� ; � . 
 : � ; f�ur 
 : � 2 CTyp(var) � . � : T� ; �; x : � . x : � ; x =2 dom(� )(! I) � . � : T � ; �; x : � . t : �� ; � . (�x : �:t) : (� ! �)(! E) � . � : T � ; � . t : (� ! �) � ; � . s : �� ; � . (t � s) : �(8I) � . � : (T ) T ) �;� : T ; � . t : (� � �)� ; � . ��t : 8� ; falls � ni
ht in �(8E) � . � : (T ) T ) � . � : T � ; � . t : 8�� ; � . (t � �) : (� � �)(Typ =) � ; � . t : � � . � = � : T� ; � . t : �Proposition 3.2. Ist � ; � ` t : �, so ist au
h � ` � : T .Beweis: Dur
h Induktion �uber die Herleitung. Im Fall (Typ =) benutzt mandie Subjekterhaltungseigens
haft von �)CArt . 23.2 Umgebungsmodelle von �!;8CDe�nition 3.3. Ein Modellrahmen M = (U ;D; �; 	) f�ur �!;8C besteht aus1. einem extensionalen Modell U = (hU�i�2Art ; �); 	); CUArt ; [[�℄℄U �) von �)CArtzur Interpretation der Konstruktoren,2. Einer Familie von Individuenberei
hen f�ur die Typen, D = (hDAiA2UT ; CDTyp);mit Elementen CDTyp(
) 2 D[[� ℄℄U f�ur 
 : � 2 CTyp ,3 Die Annahmen � . � : T and � . � : T in (! I) and (! E) ersparen es, Eigen-s
haften der Herleitung von Artaussagen na
hzuweisen, was wegen (8I) and (=i)umst�andli
h ist.



133. Abbildungss
haren � = (�!; �8); 	 = (	!; 	8) mit �! = h�!A;BiA;B2UT ,�8 = h�8f if2U(T)T) ; 	! = h	!A;BiA;B2UT , und 	8 = h	8f if2U(T)T) wobei�!A;B : D(A!B) �! (DA ! DB) 	!A;B : (DA ! DB) �! D(A!B)�8f : D8f �! (�A 2 UT :Df �A) 	8f : (�A 2 UT :Df �A) �! D8f ;f�ur gewisse Teilmengen(DA ! DB) � fh j h : DA ! DBg und(�A 2 UT :Df �A) � �A 2 UT :Df �A;so da� f�ur alle A;B 2 UT und f 2 U(T)T )�!A;B Æ 	!A;B = Id (DA!DA) und �8f Æ 	8f = Id (�A2UT :Df�A):Ein Modell von �!;8C besteht aus einem Modellrahmen M = (U ;D; �; 	) undeiner Auswertung [[�℄℄D� von Termen, so da� jeder Term na
h folgenden Regelneinen Wert erh�alt:[[� ; � . x : � ℄℄� = �(x);[[� ; � . 
 : � ℄℄� = CDTyp(
); f�ur 
 : � 2 CTyp[[� ; � . (t � s) : � ℄℄� =�![[� . �℄℄�;[[� . � ℄℄�([[� ; � . t : (� ! �)℄℄�)([[� ; � . s : �℄℄�)[[� ; � . �x : �:t : (� ! �)℄℄� =	![[� . �℄℄�;[[� . � ℄℄�(�a 2 D[[� . �:T ℄℄�:[[� ; � . t : � ℄℄�[a=x℄)[[� ; � . (t � �) : (� � �)℄℄� = 	8[[� . �:(T)T )℄℄�([[� ; � . t : 8�℄℄�)([[� . � : T ℄℄�)[[� ; � . ��t : 8�℄℄� =	8[[� . �:(T)T )℄℄�(�A 2 UT :[[�;� : T ; � . t : (� � �)℄℄�[A=�℄)Insbesondere ist [[� ; � . t : � ℄℄� 2 D[[� . � :T ℄℄�. Wenn klar ist, wel
her Kontextund Typ gemeint sind, s
hreiben wir [[t℄℄� statt [[� ; � . t : � ℄℄�. Au�erdem s
hrei-ben wir 
U statt CUArt (
) und 
D statt CDTyp(
).4 Pr�a-logis
he Relationen f�ur den zweitstu�gen �-Kalk�ulIm Folgenden sei A = (U ;D; �; 	; [[�℄℄D�) ein Umgebungsmodell von �!;8C .De�nition 4.1. Ein Pr�adikat R = (RArt ;RTyp) auf A besteht aus einer Fami-lie RArt = fR� j � 2 Artg mit R� � U� f�ur jedes � 2 Art und einer FamilieRTyp = fRA j A 2 RT g mit RA � DA f�ur jedes A 2 RT .



14Eine Belegung � : �;� ! A respektiert das Pr�adikat R, kurz: � : �;� ! R,wenn �(v) 2 R� f�ur jedes v : � 2 � und �(x) 2 R[[� . � :T ℄℄� f�ur jedes x : � 2 � .Das Pr�adikat R � A ist algebrais
h, falls RArt algebrais
h ist unda) f�ur alle 
 : � 2 CTyp ist 
D 2 RA f�ur A = [[ . � : T ℄℄U ,b) f�ur alle A;B 2 RT ist R(A!B) � fh 2 D(A!B) j h � RA � RBg,
) f�ur alle f 2 R(T)T ) ist R8f � fh 2 D8f j 8A 2 RT h � A 2 Rf �Ag.Ein algebrais
hes Pr�adikat R hei�t logis
h, wenn in b) und 
) au
h � gilt.De�nition 4.2. Ein Pr�adikat R = (RArt ;RTyp) auf A ist pr�a-logis
h, wenn(i) RArt ein pr�a-logis
hen Pr�adikat auf U ist, und(ii) RTyp `ein pr�a-logis
hes Pr�adikat auf D' ist, d.h.[[� ; � . t : � ℄℄� 2 R[[� . � :T ℄℄�f�ur jeden Term � ; � ` t : � und jede Belegung � : � ;� ! R.Eine algebrais
he (logis
he, pr�a-logis
he) Relation R zwis
hen A1; : : : ;An istein algebrais
hes (logis
hes, pr�a-logis
hes) Pr�adikat R � A1 � : : :�An.4.1 Grundeigens
haften zweitstu�ger pr�a-logis
her RelastionenDas folgende `Basislemma f�ur zweitstu�ge logis
he Relationen' besagt, da� zweit-stu�ge logis
he Relationen pr�a-logis
h sind.Satz 4.3 ([MM85℄, Theorem 2) Sei R � A � B eine logis
he Relation zwi-s
hen den Umgebungsmodellen A und B von �!;8C . Dann gilt f�ur jeden Term� ; � ` t : � und jede Belegung � : �;� ! R[[� . � : T ℄℄� 2 RT und [[� ; � . t : � ℄℄� 2 R[[� . �:T ℄℄�:Wie im erststu�gen Fall kann De�nition 4.2 als Basislemma f�ur Relationen mitfolgender Eigens
haft angesehen werden:Lemma 4.4. Ein Pr�adikat R � A ist genau dann pr�a-logis
h, wenn gilt:1. RArt ist pr�a-logis
h und R ist algebrais
h,2. f�ur alle Terme � ; �; x : � ` t : � und jede Belegung � : �;� ! R mit8a 2 R[[�℄℄� [[� ; �; x : � . t : � ℄℄�[a=x℄ 2 R[[� ℄℄�gilt [[� ; � . �x : � t : (� ! �)℄℄� 2 R[[�!� ℄℄�;



153. f�ur alle Terme �;� : T ; � ` t : � und Belegungen � : �;� ! R mit8A 2 RT [[�;� : T ; � . t : � ℄℄�[A=�℄ 2 R[[�;�:T . � :T ℄℄�[A=�℄gilt [[� ; � . �� t : 8�� ℄℄� 2 R[[8�� ℄℄�:Beweis: ): Sei R pr�a-logis
h. Dann ist nat�urli
h RArt pr�a-logis
h und (na
hLemma 2.3) algebrais
h. Da� RTyp algebrais
h ist, d.h. da� a), b), 
) aus De�-nition 4.1 gelten, zeigen wir an 
): Sind f 2 R(T)T ), h 2 R8f und A 2 RT , undist � = v : (T ) T ); � : T und � = x : 8v, so gilt wegen � ; � ` x � � : v � �h � A = [[� ; � . x � � : v � �℄℄� 2 R[[� . v��:T ℄℄� = RfAf�ur alle Belegungen � mit �(v) = f , �(�) = A, und �(x) = h. Da� R au
h dieBedingungen (iii) und (iv) an de�nierbare Funktionen erf�ullt, geht bei (ii) �uber� ; � ` �x : � t : (� ! �) und bei (iv) entspre
hend �uber � ; � ` ��t : 8�� .(: Bedingung (i) aus De�nition 4.2 ist klar, und f�ur (ii) rei
hen die Voraus-setzungen gerade, um die Behauptung [[� ; � . t : � ℄℄� 2 R[[� ℄℄� dur
h Induktion�uber die Herleitung von � ; � ` t : � zu beweisen. 2Im Unters
hied zu logis
hen Relationen ist die Klasse der erststu�gen (zweistelli-gen) pr�a-logis
hen Relationen unter Komposition abges
hlossen. F�ur zweitstu�geRelationen R � A�B und B � B � C de�niere R Æ S dur
h 4(R Æ S)Art = f(R Æ S)� j � 2 Artg; mit (R Æ S)� := R� Æ S�;(R Æ S)Typ = f(R Æ S)(A;C) j (A;C) 2 (R Æ S)T g; mit(R Æ S)(A;C) =[fR(A;B) Æ S(B;C) j B 2 UBT ; (A;B) 2 RT ; (B;C) 2 ST g:Man pr�uft dann lei
ht folgende Aussage na
h:Proposition 4.5. Seien R � A � B und S � B � C pr�a-logis
he Relationenzwis
hen Modellen von �!;8C . Sei � = (�A; �C) : �;� ! R Æ S und es gebe eineBelegung �B : �;� ! B mit (�A; �B) : �;� ! R und (�B; �C) : �;� ! S.Dann ist [[� ; � . t : � ℄℄� 2 (R Æ S)[[� . � :T ℄℄�f�ur jeden Term � ; � ` t : � .Das bedeutet aber ni
ht ganz, da� RÆS eine pr�a-logis
he Relation ist: zwar gibtes f�ur jedes � : �;� ! R Æ S ein �BArt : � ! B so da� (�A; �BArt ) : � ! RArtund (�BArt ; �C) : � ! SArt ist. Aber es brau
ht keine Fortsetzung �B = �BArt [�BTyp wie in der Proposition zu geben: ist �(x : �) = (a; 
) 2 (R Æ S)(A;C) f�ur(A;C) = [[� . � : T ℄℄�, so gibt es irgend ein B mit (A;B) 2 RT ; (B;C) 2 ST ,4 Nimmt man in der De�nition von (R Æ S)(A;C) statt der Vereinigung den Dur
h-s
hnitt, so brau
hen die Individuenkonstanten ni
ht dur
h R Æ S korreliert zu sein.



16und (a; b) 2 R(A;B); (b; 
) 2 S(B;C), aber B kann von (a; 
), ni
ht blo� von (A;C)abh�angen, und kann von [[�℄℄�BArt vers
hieden sein.Falls allerdings f�ur jedes (A;C) 2 (R Æ S)T die Relationen R(A;B) Æ S(B;C) f�uralle B mit (A;B) 2 RT und (B;C) 2 ST �ubereinstimmen, kann man �BArt dur
heine geeignete Belegung �BTyp fortsetzen. Also gilt no
h der folgende Spezialfall,der viellei
ht ausrei
ht, um zweitstu�ge pr�a-logis
he Relationen in der Veri�ka-tion s
hrittweiser Verfeinerungen bei der Programmentwi
klung (
f. [HLST00℄)anzuwenden:Korollar 4.6 Sind R � A�B und S � B�A pr�a-logis
h und ist RT (oder dieInverse von ST ) eine Funktion, so ist R Æ S pr�a-logis
h.Aus dem glei
hen Grund ist die Projektion einer pr�a-logis
hen Relation R �A�B auf die erste Komponente dann eine pr�a-logis
he Relation auf A, wenn Rfunktional ist, aber ni
ht im allgemeinen.Proposition 4.7. Sei fRi j i 2 Ig eine Familie pr�a-logis
her Pr�adikate auf A.Dann ist TfRi j i 2 Ig ein pr�a-logis
hes Pr�adikat.Proof. Ist � ; � . t : � und � : �;� ! TfRi j i 2 Ig, dann ist f�ur jedes i 2 I[[� . � : T ℄℄� 2 Ri;T und [[� ; � . t : � ℄℄� 2 Ri;[[� . � :T ℄℄�, da � : �;� ! Ri undRi pr�a-logis
h ist. Daraus folgt die Behauptung.Bemerkung 4.8 Na
h Proposition 7.1 of [HS99℄ ist jede erststu�ge pr�a-logis
heRelation R � A � B die Komposition dreier logis
her Relationen, embedA �A�A[X ℄, R[X ℄ � A[X ℄�B[X ℄, und embed�1B � B[X ℄�B, wobei X eine Mengevon Unbestimmten ist. Da die Einbettungsrelationen funktional sind, l�a�t si
hmit Korollar 4.6 erwarten, da� dieses Resultat au
h im zweitstu�gen Fall gilt.Die Details m�ussen aber no
h �uberpr�uft werden.4.2 De�nierbarkeit und Beoba
htungsglei
hheit f�ur �!;8CDe�nition 4.9. Sei A 2 UT . Ein Element a 2 DA hei�t de�nierbar (vom TypA), wenn es einen ges
hlossenen Term ` t : � von �!;8C mit A = [[ . � : T ℄℄Aund a = [[; . t : � ℄℄A gibt. Die Menge der de�nierbaren Elemente vom Typ Abezei
hnen wir mitDef AA := f[[; . t : � ℄℄A j ; ` t : � ; A = [[ . � : T ℄℄Ag:Den Index A s
hreiben wir nur, wenn er ni
ht aus dem Kontext hervorgeht.Mit
hell und Meyer ([MM85℄, Theorem 4) haben die Menge der de�nierbarenElemente eines Modells A von �!;8C als Dur
hs
hnitt aller logis
hen Relationenauf einer Erweiterung A� von A um unendli
h viele Unbestimmte jeden Typs
harakterisiert. Eine einfa
here Charakterisierung liefert



17Satz 4.10 Ein Element a von A ist genau dann de�nierbar vom Typ A 2 UT ,wenn f�ur jedes pr�a-logis
he Pr�adikat R � A sowohl A 2 RT als au
h a 2 RA.Beweis: ): Es gibt einen Term ; ` t : � mit A = [[ . � : T ℄℄ und a = [[; . t : � ℄℄ 2DA. F�ur jedes pr�a-logis
he Pr�adikat R auf A ist[[; ` t : � ℄℄ 2 R[[ . � :T ℄℄;na
h De�nition und A = [[ . � : T ℄℄ 2 RT wegen ` � : T , na
h Satz 2.6.(: Wir zeigen, da� Def = (DefArt ;DefTyp) ein pr�a-logis
hes Pr�adikat auf A ist.Dann ist A 2 DefT , also A = [[ . � : T ℄℄ f�ur einen Typ ` � : T , und zu a 2 DefAgibt es einen Term ; ` t : � mit a = [[; . t : � ℄℄ und [[ . � : T ℄℄ = A. Also ist ade�nierbar vom Typ A.Na
h Satz 2.6 ist DefArt = fDef� j � 2 Artg mit Def� = f[[�℄℄ j ` � : �gpr�a-logis
h, da U ein Umgebungsmodell von �)CArt ist.F�ur DefTyp sei � ; � ` t : � und � : �;� ! Def . Zu jedem vi : �i 2 � undjedem xj : �j 2 � gibt es ` �i : � und ; ` tj : �j mit �(vi) = [[�i℄℄ 2 Def� und�(xj) = [[; . tj : �j ℄℄ 2 Def [[ . �j :T ℄℄. Mit dem Substitutionslemma f�ur �!;8C (vgl.[BMM90℄) erh�alt man[[� ; � . t : � ℄℄� = [[� ; � . t : � ℄℄[[[ . �1 : �1℄℄=v1; : : : ; [[; . t1 : �i℄℄=x1; : : :℄= [[; . (t : �)[�1=v1; : : : ; t1=x1; : : :℄℄℄2 Def [[ . � [�1=v1;:::;t1=x1;:::℄:T ℄℄ = Def [[� . � :T ℄℄�:Daher ist Def das kleinste pr�a-logis
he Pr�adikat auf A. 2De�nition 4.11. Sei BT eine Menge von ges
hlossenen Typen und A;B zweiModelle von �!;8C mit DA[[ . � :T ℄℄ = DB[[ . � :T ℄℄ f�ur alle � 2 BT . A und B hei�enbeoba
htungs�aquivalent, kurz A �BT B, falls [[; . t : � ℄℄A = [[; . t : � ℄℄B f�ur alleges
hlossenen Terme ; ` t : � mit � 2 BT .Die Beoba
htungsglei
hheit l�a�t si
h wie im erststu�gen Fall dur
h die Existenzeiner geeigneten pr�a-logis
hen Relation 
harakterisieren:Satz 4.12 Es gilt A �BT B genau dann, wenn es eine pr�a-logis
he Relation Rzwis
hen A und B gibt, so da�R(A;B) \ (Def AA �Def BB ) � IdA;B � DAA �DBBf�ur jeden Beoba
htungstyp . � : T 2 BT , wobei (A;B) = [[ . � : T ℄℄A�B.Beweis: ( Sei ; ` t : � . Dann ist ` � : T , und daR pr�a-logis
h ist, gilt (A;B) 2RT f�ur (A;B) = [[ . � : T ℄℄A�B und (a; b) 2 RA;B f�ur (a; b) = [[ . t : � ℄℄A�B. Ist� : T 2 BT , so folgt a = b aus der Voraussetzung.



18): W�ahle R := Def A�B, was na
h Satz 4.10 eine pr�a-logis
he Relation ist. Sei. � : T 2 BT und (A;B) = [[ . � : T ℄℄A�B. Zu (a; b) 2 Def A�B(A;B) gibt es einenTerm ; ` s : � mit(a; b) = [[; . s : �℄℄A�B und (A;B) = [[ . � : T ℄℄A�B:Wegen A �BT B ist a = b. Die pr�a-logis
he Relation R := Def A�B erf�ullt dieBehauptung. 24.3 Abstrakte Konstruktoren und Repr�asentationsunabh�angigkeitDamit si
h der abstrakte Datentyps der Multimengen in �!C darstellen lie�,haben wir in Beispiel 2.14 vereinfa
hend angenommen, da� dur
h die Datentyp-deklaration ein neuer Typ, � bag , und Konstante x : � von einfa
hem Typ in �eingef�uhrt wurde. Eigentli
h wollen wir aber wie in(abstype (bag : T ) T; x : �) with e = e0 is (�� : T:�; t : �[�� : T:�=bag ℄) in s)einen Typkonstruktor bag und Konstante x von polymorphem Typ � deklarieren.Das k�onnen wir im Rahmen von �!;8C grob gesagt wie folgt: wir erweitern einModell A = (U ;D; �; 	; CA; [[�℄℄D�) zu einem Modell A+, indem wir zuerst eineUnbekannte, bag , an die Artenstruktur U adjungieren: (vgl. De�nition 6.1)U+ = U [bag : T ) T ℄ = fU+� j � 2 Artg; mit U+� := U(T)T ))� � bag :Dadur
h erhalten wir f�ur A 2 UT neue Typen (A bag); ((A bag) bag) 2 U+T , undman kann neue Konstante von polymorphem Typ einf�uhren, z.B.empty : 8�:(� bag) oder member : 8�(�! ((� bag)! int)):Nun interpretieren wir bag dur
h einen de�nierbaren Konstruktor, z.B. die Li-stenbildung ��:�� : T ) T , nehmen als Individuenberei
he der neuen Typendie Berei
he der Typen unter dieser Interpretation, d.h.D+A bag := D[[��:���A℄℄ = DA� = (DA)�;und als Interpretation der neuen Konstanten die Werte ihrer de�nierenden Termedieser Typen, z.B.[[empty : 8�:(� bag)℄℄+ := [℄ 2 D[[8�:��℄℄ = D+[[8�(� bag)℄℄:Bea
hte, da� ein Pr�adikat R auf A+ vers
hiedene Pr�adikate RA bag ; RA� �DA bag = DA� enth�alt, da die Typen A bag und A� vers
hieden sind.De�nition 4.13. Sei v0 : �0 ` �0 : T und C+ := CArt ; v0 : �0 ; CTyp ; x0 : �0eine Erweiterung von C um neue `Konstante' v0; x0. Sei A = (U ;D; �; 	; [[�℄℄�)



19ein Umgebungsmodell von �!;8C , ` �0 : �0 ein ges
hlossener Konstruktor von�)CArt mit Wert k0 = [[ . �0 : �0℄℄, und A = [[�0[�0=v0℄℄℄ 2 UT und a 2 DA.Sei A(�0; a) = A+ = (U+;D+; �+; 	+; [[�℄℄+) wie folgt de�niert: U+ = U [v0 : �0℄ist die Erweiterung von U um eine Unbestimmte v0 : �0 (vgl. De�nition 6.1).Jedes k 2 U+� kann mit einem Element von U(�0)�) identi�ziert werden5 undbestimmt daher ein k(k0) 2 U�, soda� si
h D+; �+; 	+; ([[�℄℄�)+ ergeben ausD+A := DA(k0);xD+0 := a 
D+ := 
D f�ur 
 : � 2 CTyp ;(�+)!A;B := �!A(k0);B(k0); (	+)!A;B := 	!A(k0);B(k0);(�+)8f := �8f(k0) (	+)8f := 	8f(k0)und [[� ; � . t : � ℄℄D+� := [[� ; � . t : � ℄℄D�k0 , wobei �k0(v) := �(v)(k0) 2 U� f�urv : � 2 � und �k0(x) := �(x) 2 DA(k0) f�ur x : � 2 � und A = [[� . � : T ℄℄ 2 U+T .Wir wollen nun eine Verallgemeinerung der Charakterisierung aus Satz 2.11 aufabstrakte Konstruktoren zeigen. (Hier liegt au
h der Grund, warum wir ni
htin �!;8;9C arbeiten, d.h. wie Mit
hell und Plotkin [MP85℄ den Typkonstruktor9 : (T ) T )) T benutzen, um abstrakte Typen zu modellieren: wir br�au
htennun au
h Existenzquantoren h�oherer Arten.) Zur Vereinfa
hung geben wir nurdie einstellige Version an.Satz 4.14 Seien R eine pr�a-logis
he Relation auf dem Modell A von �!;8C , soda� RArt eine logis
he Relation ist, deren Elemente mit Parametern aus RTde�nierbar sind. F�ur jede de�nierbare Expansion A+ = A(�0; a) von A zu einemUmgebungsmodell von �!;8C+ sind folgende Aussagen �aquivalent:(i) F�ur alle A 2 RT ist Def +A � RA.(ii) Es gibt ein pr�a-logis
hes Pr�adikat R+ � A+ mit RT � R+T und R+A = RAf�ur alle A 2 RT .Beweis: (ii) ) (i): F�ur A 2 RT � R+T ist Def +A � R+A, da R+ pr�a-logis
h ist,also Def +A � RA wegen R+A = RA.(i) ) (ii): Wir bilden zun�a
hst U+ = U [v0 : �0℄ = fU+� j � 2 Artg, wobeiU+� = f[v0 : �0 . � : �℄ j � 2 �)CArt ;U ; v0 : �0 ` � : �g;aus den �Aquivalenzklassen von Konstruktoren besteht, die mit Konstanten f�urElemente von U de�nierbar sind. Jedes Element von U� l�a�t si
h in der Form[k � v0℄ mit einem eindeutig bestimmten k 2 U(�0)�) s
hreiben. Da v0 als neueKonstruktorkonstante geda
ht ist, setzen wir R+Art � U+ dur
hR+Art := fR+� j � 2 Artg; mit R+� := R(�0)�) � v0 f�ur � 2 Art :5 Hier brau
hen wir, da� U ein extensionales Modell von �)CArt ist.



20F�ur R+Typ = fR+A j A 2 R+T g sei R+A die Menge der Elemente von D+A , die mitTypparametern aus RT und Individuenparametern aus RTyp in �!;8C+ de�nierbarsind, d.h. f�ur A 2 R+T sei (mit � = (�Art ; �Typ))R+A := f [[� ; � . t : � ℄℄� j � ; � ` t : � ein Term von �!;8C+�Art : �! RT ; A = [[� . � : T ℄℄�Art ;f�ur alle x : � 2 � ist � ein Typ von �!;8C ;�Typ : � ! RTyp g: (6)
Beh 1 R+ := (R+Art ;R+Typ) ist ein pr�a-logis
hes Pr�adikat auf A+.Beweis: (Skizze) Na
h Lemma 6.2 ist R+Art � U+ ein pr�a-logis
hes Pr�adikat. F�urRTyp benutzt man Lemma 4.4. Da� R+ algebrais
h ist, folgt daraus, da� TypenA 2 R+T als � � v0 f�ur ein � 2 R(�0)T ) darstellbar sind, und � (na
h Annahme�uber R) dur
h einen �)CArt -Term mit Parametern aus RT de�nierbar ist.Um (ii) und (iii) aus Lemma 4.4 zu zeigen, d.h. da� die mit Parametern ausR+ de�nierbaren Funktionen, die aus R+ ni
ht herausf�uhren, s
hon in R+ lie-gen, ersetzt man Parameter von R+ dur
h ihre de�nierenden �!;8C+ -Terme mitParametern aus RTyp und benutzt das Substitutionslemma (
f. Lemma 10 of[BMM90℄) f�ur �!;8C . 4Beh 2 F�ur A 2 RT ist A 2 R+T und R+A = RA.Beweis: Sei A 2 RT . Dann ist A = [[� : T ; . (�v �) � v0 : T ℄℄[A=�℄ 2 R(�)T ) �v0 =R+T . Zum Na
hweis von RA � R+A sei � eine Belegung mit �(� : T ) = A und�(x : �) = a 2 RA. Na
h De�nition von R+A ist danna = [[� : T ;x : � . x : �℄℄� 2 R+A;also RA � R+A. Um R+A � RA zu zeigen, sei a = [[� ; � . t : � ℄℄� 2 R+A mit denin (6) angegebenen Eigens
haften von � ; � . t : � und �. Dann hat � die Form�1 : T; : : : ; �n : T , und mit � = x1 : �1; : : : ; xm : �m ist�t : �� := ��1 : : : ��n�x1 : �1 : : : �xm : �m: t : 8�1 : : :8�n(�1 ! : : :! �m ! �):ein ges
hlossener �!;8C+ -Term mit Typ �A := [[ . �� : T ℄℄ 2 RT . Na
h (i) ist daher[[; . �t : �� ℄℄ 2 Def +�A � R �A;Seien Ai = �(�i), bj = �(xj) und Bj = [[� . �j : T ℄℄�. Na
h Voraussetzung �uber� und da R pr�a-logis
h ist, sind Ai; Bj 2 RT und bj 2 RBj . Daher ista = [[; . �t : �� ℄℄ �A1 � � �An � b1 � � � bm 2 R �A �A1 � � �An � b1 � � � bm� RB1!:::!Bm!A � RB1 � � �RBm � RA: 2Mit
hell gibt f�ur den Kalk�ul �!;8;9C , mit Typkonstruktur 9 : (T ) T )) T , ohneBeweis folgendes Kriterium f�ur die Beoba
htungsglei
hheit zweier Repr�asenta-tionen eines abstrakten Datentyps an, mit einer logis
hen Relation R+ in (ii):



21Satz 4.15 ([Mit86℄, Theorem 7) Sei R � A�B eine logis
he Relation zwis
henModellen von �!;8;9C und A0 2 UAT , B0 2 UBT . Seien (f; g) 2 R(T)T ), so da�(9f; 9g) 2 RT , und seien 
 2 DAf �A0 , d 2 DBg�B0 . Dann sind �aquivalent:(i) (�9f;A0(
); �9g;B0 (d)) 2 R(9f;9g)(ii) Es gibt eine logis
he RelationR+ � A+(A0)�B+(B0) mit (
; d) 2 R+(f �v0;g�v0)und R+(A;B) = R(A;B) f�ur alle (A;B) 2 RT .Hierin ist �9f;A0 : Df �A0 ! D9f die Einbettung vonDf �A0 in die SummeD9f allerDf �A; A 2 UAT , {also �9f;A(
) die Implementierung (A; 
 : f �A) eines abstraktenDatentyps (�; x : �){ und da f�ur 	9f;A : D8�(f ��!A) ! D(9f!A) die Bedingung	9f;A( ~f) � ~
 = ~f �A � 
 f�ur ~
 = �9f;A(
) erf�ullt ist, wird dur
h(~
; ~d) 2 R(9f;9g) :() 8(A;B) 2 RT 8( ~f; ~g) 2 R(8�(f ��!A);8�(g��!B)(	9f;A( ~f) � ~
; 	9g;B(~g) � ~d) 2 R(A;B)die Beoba
htungsglei
hheit von Implementierungen formuliert.Die Erweiterung A+(A0) von A entsteht aus A na
h Mit
hell wie folgt: manbildet U+, indem man einen neuen Typ v0 : T zu UAT hinzunimmt und zu[v0 : �0 . � : �℄ 2 UA+(A0)�die Konstruktoren � 2 U(T)�) miteinander identi�ziert, die � � A0 = � � A0liefern. Die Terme werden dur
h eine Interpretation D+ interpretiert, die manwie oben aus Dv0 := DA0 dur
h �Ubertragung von D erh�alt.Einen Beweis f�ur (i) ) (ii) dieses Kriteriums sehe i
h ni
ht. Zun�a
hst ist ni
htklar, wie bei der von Mit
hell angedeuteten Konstruktion R+ konstruiert wird.Da CArt h�oherstu�ge Konstante 8; 9 hat, wird dur
h R+T := RT [f(f �v0; g �v0)gund R+(�)�) := (R+� ) R+� ) i.a. keine logis
he Relation erzeugt. Daher liegtnahe, wie in Lemma 6.2 R+� := R(T)�) � v0 zu w�ahlen. Da Mit
hell aber v0ni
ht als Unbestimmte behandelt, erh�alt man zwar R+(�)�) � (R+� ) R+� ),soweit i
h sehe aber ni
ht die Umkehrung. Immerhin k�onnte man eine logis
heRelation R+Art dur
h Lemma 6.2 de�nieren; da v0 eine Konstante ist, erh�alt man(f �v0; g �v0) 2 R+T aus der Annahme (f; g) 2 R(T)T ). Au�erdem sind aber au
hin CTyp h�oherstu�ge Konstanten erlaubt. Daher kann man m.M. R+Typ ni
htdur
h Modi�zieren des pr�a-logis
hen Pr�adikats aus Satz 4.14 konstruieren.Insgesamt s
heint mir die Behauptung von Satz 4.15 eher zweifelhaft, da� dieBeoba
htungsglei
hheit (i) zweier Implementierungen (A0; 
) und (B0; d) zu derlokalen Bedingung (ii) einer logis
hen Korrelation der Operationen 
 und d aufden neuen Typen f � v0 und g � v0 �aquivalent sei.



225 S
hlu�Wir haben pr�a-logis
he Relationen f�ur den zweitstu�gen �-Kalk�ul de�niert unddamit die de�nierbaren Elemente und die Beoba
htungsglei
hheit von Modellenin einfa
her Weise 
harakterisiert. Von der Klasse aller pr�a-logis
hen Relationenhaben wir die Abges
hlossenheit unter Dur
hs
hnitten und eine einges
hr�ankteForm der Abges
hlossenheit unter dem Relationenprodukt gezeigt.Wir vermuten, da� si
h die Darstellung pr�a-logis
her Relationen mittels logis
herRelationen na
h [HS99℄ vom erststu�gen auf den zweitstu�gen Fall verallgemei-nern l�a�t (vgl. Bemerkung 4.8).Weiter s
heint eine kategorientheoretis
he Verallgemeinerung zweitstu�ger pr�a-logis
her Relationen, im Sinne der `lax logi
al relations' von [PPST00℄, n�utzli
hf�ur Anwendungen auf kategorientheoretis
he Modelle und f�ur Repr�asentations-unabh�angigkeitsfragen bei imperativen Spra
hen.S
hlie�li
h w�are f�ur die Repr�asentationsunabh�angigkeit ni
ht nur eine Behand-lung der 9-Typen, sondern au
h die der abh�angigen Typen von Interesse, sowiedie Ber�u
ksi
htigung von Glei
hungen f�ur die Konstanten des abstrakten Daten-typs. Allgemeinere Konstruktionen wie(abstype Context with Spe
ifi
ation is Representation in S
ope)behandeln zu k�onnen w�are n�utzli
h zum Na
hweis der �Aquivalenz vers
hiedenerSML-Strukturen als Implementierungen einer SML-Signatur, insbesondere wennh�oherstu�ge Funktoren erlaubt sind (vgl. Abs
hnitt 4 in Leroy[Ler95℄).Bei der Spezi�kations- und Implementationsverfeinerung in der Programment-wi
klung, wie sie von Hannay[Han99℄ mit zweitstu�gen logis
hen Relationen un-tersu
ht wurde, k�onnten pr�a-logis
he Relationen eine Ausdehnung auf Spra
henmit h�oherstu�gen Konstanten erlauben.Danksagung: I
h danke Furio Honsell f�ur den Hinweis auf [HS99℄.6 Anhang: Adjunktion von UnbestimmtenDe�nition 6.1. Sei A = (A;�; 	; CA) j= �!C extensional und � 2 T . Erweitere�!C zu �!C;A-Termen, in denen f�ur jedes a 2 A� eine Konstante a : � erlaubt ist.Auf den �!C;A-Termen vom Typ � in der freien Variable x : � betra
htes(x) =A t(x) :() 8a 2 A� [[s℄℄[a=x℄ = [[t℄℄[a=x℄ 2 A� :Jede �Aquivalenzklasse [s : �℄ von =A l�a�t si
h in der Form [f � x℄ mit f 2 A�!�darstellen. Da A extensional ist, ist f = [[�x s℄℄ eindeutig und a 7! [a℄ injektiv.Die Erweiterung A[x : � ℄ = (A0; �0; 	 0; C 0) von A um die Unbestimmte x : � seide�niert dur
h A0� = A[x : � ℄� := f[s℄ j s 2 �!C;A; x : � ` s : �g



23�0�;�([f � x℄)([g � x℄) := [��!�;�!�(S�;�;� � f)(g) � x℄	 0�;�(�[g � x℄:[h(g) � x℄) := [	�!�;�!�(h) � x℄C 0(
) := [CA(
)℄ f�ur 
 : � 2 C;wobei S�;�;� := �f�g�x(fx(gx)) : (� ! �! �)! (� ! �)! (� ! �).Wir s
hreiben kurz f �0 x statt [f � x℄ und entspre
hend A[x : � ℄� = A�!� �0 x.Lemma 6.2. Sei A j= �!C extensional und R � A ein logis
hes Pr�adikat. Esgibt ein logis
hes Pr�adikat S auf A[x : � ℄ mit [x℄ 2 S� und R� � S� f�ur alleTypen �. Ist R� 6= ;, so ist S� \ A� = R�.Beweis: De�niere S dur
h S� = R�!� �0 x. Damit ist einerseits R� � S� , dab 2 R� ) �x:b 2 R�!� ) b = (�x:b) �0 x 2 R�!� �0 x = S�:Insbesondere ist f�ur 
 : � 2 C daher 
A[x:� ℄ = 
A 2 R� � S� . Au�erdem istx = (�xx) �0 x 2 R�!� �0 x = S� . Ist f �0 x 2 S� \ A�, so gibt es b 2 A� mitf � a = b f�ur alle a 2 A� . Falls R� 6= ; ist, folgt b 2 f � R� � R�!� �R� � R� .Weiter ist S�!� � fh 2 A[x : � ℄�!� j h �0 S� � S�g: Ist h 2 S�!� und r 2 S�, sogibt es f 2 R�!�!� und g 2 R�!� mith �0 r = (f �0 x) �0 (g �0 x) = �x(fx(gx)) �0 x 2 R�!� �0 x = S� :Ist h �0 S� � S� und h = f �0 x f�ur ein f 2 A�!�!� , so ist(f �0 x) �0 (R�!� �0 x) � R�!� �0 x: (7)Um h 2 S�!� zu zeigen, zeigen wir f 2 R�!�!� . Da R logis
h ist, gen�ugtdaf�ur f � R� � R� � R� . Zu b 2 R� ist g = �y:b 2 R�!�, und na
h (7) ist�x(fx(gx)) �0 x = (f �0 x) �0 (g �0 x) 2 R�!� �0 x. Da A extensional ist, folgt�x(fx(gx)) 2 R�!� , und zu a 2 R� ist fa(ga) = fab 2 R� . Also ist S � A[x : � ℄ein logis
hes Pr�adikat. 2Das Lemma gilt ans
heinend ni
ht f�ur pr�a-logis
he Relationen.Literatur[BMM90℄ Kim B. Bru
e, Albert R. Meyer, and John C. Mit
hell. The semanti
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ond-order lambda 
al
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